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Abstract

The paper deals with a time domain method to determine signal spectra based on signal fitting by an
autoregressive model (AR) using the MATLAB System Identification Toolbox.
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Uvod

Nejrozsitenéj§i postup vypoctu spektra signdlu vyuziva rychlou Fourierovu transformaci
(FFT) pro vzorkované zaznamy s délkou, &tgrrovna mocniné dvou. Zaznamy s délkou
odliSnou od mocniny dvou je tfeba prodlouzit doplnénim nulami nebo zkratit na pozadovanou
délku. Rovnéz je mozné zaznam pievzorkovat na pocet vzorkt, ktery je roven mocniné dvou.
Jiny postup vypoctu se opird autoregresni model. Tento model mize byt vypocitin pro
zaznamy slélkou vétsi nebo rovnou jeho fadu. Omezeni vyplyva pouze z vlastnosti signalu,
pro ktery lze danymi prostfedky autoregresni model vypocitat. Algoritmy implementované
Vv identifika¢nim toolboxu MATLABu pozaduji, aby signal byl stacionarni, centrovany a bez
linearniho trendu.

Souvislost spojiteho a diskrétniho signalu

Kazdy spojity signal lze povazovat za vystupni veli¢inu néjakého spojitého
dynamického systému fadu 2m, ktery ma VLaplaceové transformaci pfenosovou funkci tvaru
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kde je s, - jsou poly pienosu, 7 - jsou rezidua prislusné k polim s, a s, 7 jsou komplexnd
sdruzené veli¢iny k s, a r,. V ptfipad¢, Ze na vstup tohoto systému pisobi bily Sum, spektrum
jeho vystupniho signélu je tvarovano frekvenénim pienosem. Shodny tvar spektra jako bily
sum mé jednotkovy (Diraciv) impuls s X(s)=1. K demonstraci souvislosti spojit¢tho a
diskrétniho ¢asu bude pouzita impulsni odezva, tj. deterministicky signal. Z rovnice (1) plyne,
7e Laplaceové obrazu odezvy systému na jednotkovy impuls, ¥(s)= G(s)X (s) = G(s), piislusi
pro ¢ =0 funkce

y(t)= i (rk exp(s, 1)+, exp(s,tt)). 2)

k=1
Spojité signaly se zaznamenavaji obvykle jgodobé ekvidistantnich vzorki. Spojity
Cas je pii vzorkovani nahrazen diskrétnim ¢asem =k T, kde k£ =0,1,2,... jsou celd kladna
Cisla a T je vzorkovaci interval. Funkci spojitého Casu (2) lze pro diskrétni ¢as prepsat do
tvaru
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Ve = i (I”,- eXp(Sl.kT)+ rl.* exp(s;kT)) = i (rl.zl.k + rl.*zjk) k=0,2,.. (3)

i=1 i=
Posledni vzorec predstavuje feseni diferencni rovnice

Ve =74V T T4V, (4)
tadu 2m=n s realnymi parametry,,i =1,...,n. Pro Casové fady se diferen¢ni rovnice (4)
nazyva autoregresni model (AR). Obecné¢ komplexni ¢&isla z,i=1,...,n jsou kofeny
charakteristického polynomu, ktery ptislusi diferen¢ni rovnici (4)
2" +a,z"" +a,z"7 +..+a,=0. (5)

Souvislost kotenti polynomu (5) a poli pienosu (1) je nasledujici
Z; = exp(siT) = exp((— 0, +jw, )T)’ 8§ = %ln(zi): %(lnqzi|)+ jarg(Zi )) (6)

V poslednim vzorci oznaéuje funkce arg(.) thel privodice pélu s realnou osou. Pro konstantu
doznivanio, a thlovou frekvenci, plati

g, :—%lnqziD, w, :%arg(zi). (7)

Protoze je ptedpokladano, ze charakteristicky 1|Im
polynom ma realné parametry, jeho kotfeny jsou bud’
redlné nebo tvoii dvojice vzajemné sdruZenych
komplexnich &isel. Reseni diferenéni rovnice (4) je
stabilni, jestlize vSechny koteny polynomu (5) lezi
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uvniti jednotkové kruznice - viz obr. 1. Uhel wT je T

z divodu Shannon-Kotelnikova vzorkovaciho ff:

teorému omezen na interval od nuly @ radiant. kemity
-1 bez thurnen

Koteny lezici na redlné ose komplexni roviny
odpovidaji slozkam odezvy, které doznivaji bez Obr. 1 Poloha kofent
kmitani. Zpodminky stability vyplyva, ze 0, >0. ' charakteristického
Cim bliZe je poloha kofenu k jednotkové kruZnici, polynomu v komplexni
tim méné je kmitani tlumeno. roving z

Vypocet parametri autoregresniho modelu na prikladu

Postup vypoctu je demonstrovan na piikladu zdznamu zvukové odezvy mechanického
systému [1] Zvukovy signal obsahuje 8200 vzorku, které jsou zaznamenany se vzorkovaci
frekvenci 20 kHz do souboru typu ASCII se jméneigrva.asgako sloupcovy vektor. Nacteni
posloupnosti akustickych tlakt v [Pa] do prostiedi MATLABu je ptikazem

» load odezva.asc

Nactena data se ulozi do proménné s Nndzvemodezva Pied vypoctem parametri AR modelu je
vhodné je tieba ze signalu odstranit linearni trend a soucasné jej centrovat pomoci funkce
detrend. Pfikaz MATLABu je nasledujici

» y=detrend(odezva);

Casovy priibéh odezvy po odstranéni trendu a nulovéani centrovani je znazornén v obr. 2.
Pro vypocet parametri autoregresniho modelu jsou v identifikacnim toolboxu Matlabu
K dispozici dvé funkce, a to ar aivar. V tomto referatu je demonstrovano pouziti funkce ar, ktera
obsahuje fadu metod. Pfi zadani vypoctu je tfeba nékterou z téchto metod vybrat a predevsim
rozhodnout o velikosti fadu n diferencni rovnice, poptipadé€ o poctu vzorkl signalu, které se pro
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vypocet pouziji. Bez blizsiho popisu se jedna o napiiklad o metodu nejmensich ¢tverct, Yule-
Walkerovu metodu, Burgovou metodu a jiné. Pocet vzorkli musi byt z divodu feSitelnosti
soustavy linearnich rovnic vétsi nez zvoleny fad diferencni rovnice. V demonstracnim piikladé
je kvypoctu pouzit cely zaznam. Samotna volba fadu modelu, tj. fadu pfenosu (1) je otevieny
problém modalni analyzy.

05
y(t

Obr. 2 Casovy prubéh signalu

1] oos o1 0415 02 025 03 033 04
time [3]

Proménnd Yy, predstavujici vektor dat, se zadava jako prvni parametr procedury ar.
DalSim parametrem proceduay je fad modelu, zde je zvoleno 20. Piedposledni parametr
(approach uréuje metodu vypoctu. Jak jiz bylo uvedeno, 1ze ji vybrat z nasledujiciho vy¢tu

o' The forward-backward approach (default)
Is' : The Least Squares method

YW The Yule-Walker method

'burg.  Burg's method

gl A geometric lattice method.

Posledni parametr funkce urCuje typ okna (pfedvoleny typ je ,,bez okna®). Protoze pii
volani matlabovskych funkci neni tfeba uvadét vSechny parametry, 1ze posledni dva parametry
vynechat. Ptiklad ptikazu uZivajiciho metodu Yule-Walkera je nasledujici.

» th20=ar(y,20,'yw");

Piesnost modelu je hodnocena rozptylem jeho chyby (Loss fcn). V kriteriu podle Akaike
je navic obsazen vliv fadu modelu. Toto kriterium lze pouzit k hodnoceni voleb rtiznych fadi
modelu. Pro tad 20 jsou chyby modeli vypoctenych podle uvedenych metod nasledujici:

Approach fb Is yw Burg Gl
Loss fcn 3.14x10 2.92x10° 3.79x10° 3.26x10° 3.26x10°

Protoze cilem referatu neni vyhledani optimélniho fadu modelu, byly vypocteny
parametry také pro fad 100. Vysledek vypoctu je vtzv. formatu theta Vysledek lze
prohlédnout uzitim ptikazu

» present(th20)

This matrix was created by the command AR on 3/7 1999 at 15:47
Loss fcn: 0.00003789 Akaike's FPE: 0.00003808 Sampling interval 1
The polynomial coefficients and their standard deviations are

A=
Columns 1 through 7
1.0000 -1.8991 2.1578 -1.6911 0.8568 -0.1430 -0.2246
0 0.0073 0.0156 0.0222 0.0254 0.0261 0.0260
Columns 8 through 14
0.0936 0.2474 -0.3788 0.3638- 0.0948 -0.0944 0.2007
0.0261 0.0260 0.0261 0.0262 0.0262 0.0261 0.0260
Columns 15 through 21
-0.1809 0.1875 -0.2756 0.3301 0.0266 -0.3191 0.1329
0.0261 0.0260 0.0261 0.0254 0.0222 0.0156 0.0073

Ve vypise piikazem present je uvedena zminéna piesnost modelu (Loss fcn), kriterium
podle Akaikeho a piesnost jednotlivych koeficienti modelu. Hodnoty koeficientd jsou
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Vv prvnim fadku matice A a jejich presnosti ve smérodatné odchylce jsou ve druhém tadku.
Velikost prvého parametru je implicitné 1, a proto je jeho chyba nula. Piesnost (Loss fcn)
modelu 20. fadu (AR20) je 0.000036 a modelu 100. fadu (AR100) je 0.000013.

Pro wvykresleni frekvencnich charakteristik je zapotiebi zménit piednastavenou
vzorkovaci periodu o velikosti 1 na skutecnou hodnotu. Pro vzorkovaci frekvenci 20 kHz se
vzorkovaci perioda doplni do da20 o formatuthetapiikazem

» th20=sett(th20,1/20000);

Frekven¢ni spektra se vykresluji piikazem ffplot. Parametr této funkce je obecné vektor
n¢kolika spekter, které se vykresli do jednoho grafu soucasné. Spektrum sSp20 ptislusné
autoregresnimu modelu 20. fadu se vypocte z datth20 o formatuthetapiikazem

» sp20=th2ff(th20);

Je vhodné, aby se toto spektrum porovnalo se spektrem, které¢ bylo vypocteno uzitim FFT.
Ptisludny ptikaz k vypoctu amplitud FFT spektra je nasledujici:

» G=etfe(y(1:1024),[],[1,1/20000);

V poslednim piikaze ma Ctvrty parametr jiz vySe popsany vyznam vzorkovaci periody. Druhy
a tfeti parametr (souvisi s poctem bodu frekvencni stupnice, ve kterych se FFT pocitd) se
ponechavaji prednastavené. Vykresleni grafu se dvéma funkcemi (vysledek vypoctu FFT a
spektra ptislusného k AR20) je piikazem

» ffplot([G sp20])

Kromé¢ grafu se spektrem podle AR20 a FFT je v obr. 3 také graf se spektrem podle
AR100 a FFT. Nejen podle chyby modelu, ale také podle prabéhu spektra vyplyva, ze zvyseni
fadu AR modelu znamena zptesnéni modelu. Nizky fad zpisobi vyhlazeni spektra.

Frekvenéni spektrum Ize doplnit informativnim vykreslenim polohy kotfenti polynomu
(5), tj. pola prenosu (1), uvniti jednotkové kruznice. K tomuto grafu je vSak tfeba nejprve
soutradnice téchto pola vypocitat a to prikazem

» [zep020,K20]=th2zp(th20);
Matice zepo20obsahuje poly (a obecné také nuly pienosu) a proménna K je statické zesileni
soustavy (1) . Uspotadani matice zepo20neni podstatné. Piikazem

» zpplot(zepo20)
se vykresli pfislusny graf (viz obr. 4). Pro pfipad, Ze je tfeba porovnat polohy kofenli dvou
polynomu (piipadné poli a nul pienosu) napiiklad v maticich zepo20a zepo50), lze pouzit
ptikaz

» zpplot(zpform(zepo20,zepo100))
Z vysledki vypoctu je tieba extrahovat idaje o vlastnich frekvencich a ptisluSnych tlumenich.
K tomuto ucelu je potieba konvertovat data v theta formatu na parametry autoregresniho
modelu

» [par20,P20]=th2par(th20);
Vysledkem vypoctu je 20 parametrt (tj. @, az a,, pro model $adem 20) ve vektoru par20a
jejich kovarianéni matice v P20 Parametry polynomu ve vektorpar20 je zapotiebi doplnit
parametrenu,, ktery je roven 1, aby vysledny vektor BylProto

» A20=[1,par20];
Kofeny polynomu lze vypocitat piikazem

» kor20=roots(A20);
U vSech kotent lze pak ur€it absolutni hodnotu Akor20a uhelPkor20ptikazy

» Akor20=abs(kor20);
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» Pkor20=angle(kor20);
Vlastni frekvence a konstanta doznivani se vypocitaji vydélenim absolutni hodnoty a faze
vzorkovaci periodou. Pro uvedeny ptiklad s 20 kHz je pouzito

» Omega20=Pkor20*20000;
» Sigma20= - log(Akor20)*20000;

Timto jsou vypocteny oba rozhodujici parametry rezonan¢nich vrcholt spektra.

a 2k 4k Bk Bk 10k O 2k 4k Bk Sk 10k
frequency (Hz) frequency (Hz)
Obr. 3 Frekvencni charakteristiky ziskané vypoctem FFT a AR modelu fadu 20 a 100

1 ES
Im
x
031 /% AR20
Obr. 4 Polohy nul
0 i v % % prenosu
podle AR
. modelu fadu
-05 ®
20 a 100
Py
1 y Fe Fe
-1 -05 a 05 1 05 1

Piesnost aproximace autoregresnim modelem Ize posoudit zndzornénim casového
prubéhu signalu. Nejprve je vSak tieba transformovat popis modelu v theta formatu na
ptenosovou funkci s polynomem v ¢itateli (NUM20) a jmenovateliDEN20 piikazem

» [NUM20,DEN20] = th2tf(th20);

Casovy prubéh signalu piislusejiciho impulsni charakteristice diskrétni soustavy se vykresli
piikazem

» dimpulse(NUM20,DEN20)

Teoreticky casovy pribeh signalu pfisluSejiciho modelim AR20 a AR100 spolecné
s vychozim signalem je na obr. 6. Misto ¢asového méftitka je pouzito poradi vzorkd.
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Obr. 5 Teoreticky signal, ktery piislusi

0 modelim AR fadu 20 a 100, a
05 vychozi signal (Experiment)
-1
0 500 1000
WZOrky
Zavér

Piispévek popisuje postup vypoctu spektra signdlu uzitim ndstrojii z identifika¢niho
toolboxu MATLABu. Spektrum je vypocteno prostifednictvim autoregresniho modelu.
Hlavnim problémem je volba fadu tohoto modelu. Pouziti autoregresniho modelu je vhodné
zejmeéna \piipadech, kdy pocet vzorkli neni roven mocniné dvou nebo volbou fadu modelu je
tieba spektrum vyhladit. Pfiklad demonstrujici obecny postup se tykal deterministické odezvy
dynamické soustavy. Shodnym postupem lze urcit spektrum ndhodného signélu.
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