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1.Uvod
V praxi se pomoci regresnich modelt fesi fada prirodovédnych a technickych uloh. Mezi
zakladni patfi:

1. Konstrukce kalibracnich modelii,
2. Tvorba technickych modeli,.
3. Tvorba empirickych modelu,

Ve vsech piipadech se hledd vhodna popisujici vztah mezi vysvétlovanou proménnou y
a vysvétlujicimi proménnymi x. Podle typu ulohy se voli pfistup k procesu tvorby regresniho
modelu f(x, b). Ten je funkci vektoru nastavovanych (deterministickych, kontrolovatelnych,
vysvétlujicich) proménnych x a vektoru parametri b. Vlastni regresni uloha se formuluje
s ohledem na:

1. zadana data,
2. navrzeny model,
3. kritérium regrese.

Utelem je hledani modelu f(x, b) s vyuZitim experimentalnich dat a s ohledem na zadané
kritérium regrese.

Zatimco u linearnich modelli nemivaji regresni parametry fyzikalni smysl a jsou pouhymi
numerickymi koeficienty, maji parametry v nelinedrnich modelech ptesny fyzikalni vyznam.
Jejich Ciselné hodnoty jsou Casto hlavnim cilem regresni analyzy. Ptikladem jsou materialové
charakteristiky (moduly, relaxacni ¢asy) nebo rychlostni konstanty u kinetickych modelt,, atd.
Pti interpretaci odhadt modelovych parametrt je tfeba brat v Gvahu, ze jde o ndhodné veliiny,
které maji nejenom svij rozptyl, ale byvaji Casto i siln€ korelované.

Casto se moZnosti regresnich model pieceiiuji. Modely byvaji pouzivany i mimo rozsah
sve platnosti a predpoklada se, ze mohou nahrazovat chybé&jici informace.

Podrobnosti o zde uvedenych tématech lze (az na vyjimky) nalézt v knize [1].

Pti tvorbé empirickych modeld v materialovém vyzkumu se hledaji vztahy mezi vlastnostmi
a slozenim materialli. Pfedstavou je, ze vlastnost materialu P se da vyjadfit funkci P = 7 (s;
....sw), kde s; jsou obsahy jednotlivych prvkd, resp. slouCenin v materialu. Vyznam téchto
modelll tkvi zejména v predstaveé, ze umozni predvidat vlastnosti a optimalizovat slozeni.
Vyzaduje se tedy prognosticka schopnost modelu souvisejici s moznosti roz§ifeni mimo oblast
sledovaného slozeni. Vzhledem ktomu, Zze neexistuje fyzikalni teorie, ktera by byla
vychodiskem pro nalezeni typu modelové funkce f(s;....s,,) se vyuZziva aparatu regrese. Vychazi
se z linearniho regresniho modelu, ktery se dale rozsifuje a upravuje tak, aby mél postacujici
predikéni schopnosti.

Vzhledem k tomu, ze je snahou postihnout nejvyznamnéjsi slozky s; ovliviiujici vlastnost P
je tieba fesit zejména tyto ulohy:

- stanoveni vazeb mezi proménnymi s; = / ...m) za ucCelem odstranéni multikolinearit a
parazitnich proménnych

- nalezeni vazeb mezi vysvétlovanou proménnou P a vysvétlyjicimi proménnymi s; za
ucelem zptesnéni modelu (1), resp. jeho rozsifeni o interakce a nelinearity



- posouzeni kvality dat s ohledem na omezeny rozsah (obsah prvka je omezen jak shora,
tak i ze zdola), pfitomnost vlivnych bodu (vyboCuyjici body, extrémy) a piipadné
nenormalni rozdélent.

V tomto piispévku je popsan program REGDIA umoziujici kromé odhadu parametru
a statistické analyzy posoudit kvalitu dat, ktera je pro konstrukci kvalitniho modelu jednou
z rozhoduyjicich soucasti. Jsou ukazany vyhody jazyka MATLAB (predevs§im vektorizace) pii
konstrukei riznych mér vlivu vybocujicich bodu a jejich skupin. Tento program pocita zakladni
charakteristiky regrese a diagnostiky zalozené na vypousténi jednotlivych bodu. Je pouzit také
specialni graf pro posouzeni obecného vlivu jednotlivych bodu na vysledek regrese. Pro feSeni
odhadu parametrt se uziva interni zabudované funkce.

2. Zaklady regrese

Regresni analyza umoziiuje nalezeni zavislosti vystupni veli¢iny (odezvy) y na nastavované
kombinaci hodnot m-tice vstupnich proménnych x = (x;, X2..Xn).
Vychazi se z naméfenych hodnot y pii riznych kombinacich nastavovanych proménnych x;, x>,
...Xp. Jde vlastn€ o n-tici bodd {y, x;!, j = 1, ..., m, i = 1, ..., n, vyjadfenych ve zkraceném
maticovém zépisu {y, X}. Vektor y ma rozmér (nx1) a matice X (nxm). Cilem statistické
analyzy je objasnéni variability mé&fené, vystupni zdavisle proménné (vysvétlované) veliCiny y
s vyuzitim regresni funkce y = f{x, f) obsahujici nastavované, vstupni, nezdvisle proménné
(vysvétlujici) veliciny x. Bézné se predpoklada, ze veli¢ina y je ndhodna a veliiny x jsou
nenahodné a libovolné nastavovatelné. Tento predpoklad je mozné akceptovat i pro hutnicka
data pouze stim, rozdilem, ze obsah jednotlivych slozek v materidlu neni libovolne
nastavitelny. Je neovlivnitelny experimentatorem a jeho velikost je omezena. To muze Cinit
problémy zejména pii posuzovani vyznamnosti pies korelacni koeficient, kdy omezeni v datech
pusobi vyrazné€ na jeho velikost. Dalsim piedpokladem je aditivni model méfeni, kdys se
nahodné veli¢iny €; aduji na regresni model. Omezme se na linearni regresni modely, kde je
regresni model linedrni v parametrech a obycejné je pfimo linearni kombinaci vysvétlujicich
proménnych. Podminénd stfedni hodnota proménné y pro dané x (regrese) je pak ve tvaru

B6/x) - 3%, m

Je patrné, ze tomuto modelu vyhovuje také rov. (1) vychozi pro hledani vztahu mezi slozenim
a vlastnostmi materiald. Odhady b parametri S je pak mozné urcit metodou nejmensich
Ctverct, ktera byva v praxi nejpouzivanéjsi. Ukazme si geometricky vyznam této metody.

V ptipadé€ platnosti aditivniho modelu méteni pro linearni regresni model je mozné zapsat
vysledky experimentd jednoduse s pomoci linearni kombinace sloupcovych vektora.

I Yi | Cxn oxn - Xim | op 7 e |
m Bl
AL X211 X2 - Xom €
B,
_ ) .o ) | 4 ) 3)
| B ]
yn L Xn1 Xn2 . Xnm _ €n

(nx1) (nxms) (mxl)  (nxD)



Sloupce x; matice X definuji z geometrického hlediska m-rozmérny soufadnicovy systém
resp. nadrovinu L v n-rozmérmném eukleidovském prostoru FE°. Vektor y obecné nelezi
v nadroving L, (viz. obr. 1 pro pfipad dvou nezavisle proménnych m = 2). V nadroviné L vSak
lezi vSechny linearni kombinace sloupct matice X tj. vektory X (. Parametry 3 1ze tedy chapat
jako koeficienty umeérnosti u jednotlivych slozek x; soufadnicového systému (vysvétlujicich
proménnych) jejichz linearni kombinace tvofi regresni model. Bez ohledu na uzité kritérium
regrese bude tedy u linearnich regresnich modeli lezet modelova funkce X b stejné jako
teoreticky model X 8 v m-rozmérné nadroving L.

Metoda nejmensich &tvercd (MNC) hleda odhady parametrd b tak, aby byla
minimalizovana vzdalenost mezi vektorem y a nadrovinou L. To je ekvivalentni pozadavku
minimalni délky vektoru rezidui

€E=Y~"Yr 4)

kde y, = X b je vektor predikce. V eukleidovském prostoru lze délku vektoru e vyjadrit
vztahem

d= 3¢ (5)

Ctverec délky vektoru e je tedy &iseln& shodny s hodnotou kriterialni podminky S(b) metody
nejmensich ¢tverct. Odhady modelovych parametrt b pak minimalizuji vyraz

St)=3" { y-3 xi].b]} ©)

Vektory e a yp jsou znazornény na obr.1. Vektor yp nazyvany vektor predikce predstavuje

kolmou projekci vektoru y do nadroviny L. Vektor enazyvany vektor rezidui lezi v (n-m)
rozmérné nadrovin€ L*, kolmé na nadrovinu L.

Obr. 1 Geometrie linearniho regresniho modelu

Na zaklad¢ tohoto geometrického znazornéni 1ze hledat odhady parametra b tak, aby byla
minimalizovana vzdalenost mezi vektorem y a nadrovinou L. Je patrné, ze vektor rezidui e je
kolmy na vSechny sloupce matice X, a proto jsou odpovidajici skalarni souciny nulové. Tuto
soustavu podminek lze zapsat maticove jako

X'e=0 (7



Po dosazeni za e =y - X b a tprave vyjde odhad b, minimalizujici vzdéalenost d ve tvaru
b=X"X)"'X"y (8)

kde symbol A™ oznaduje inverzi matice A. Z rovnice (8) lze uréit tvar projekéni matice H
pomoci které se promita vektor y do nadroviny L. Tedy

ye =Hy ©)
Pomoci vektoru b 1ze vyjadrit rovnici (9) ve tvaru
Y =Xb= XX'X)'X'y (10)

Projekéni matice H = X (X' X)" X" m4 tu vlastnost, Ze promitne libovolny vektor V do
roviny L. Projek¢ni matice P pro kolmou projekci do nadroviny L*, kolmé na nadrovinu L ma
tvar

P-E-H (11)

kde E je jednotkovéa matice. S vyuzitim téchto projekEnich matic lze provést rozklad vektoru y
do dvou slozek

y=Hy+Py=y,+e

Geometricky to znamend, ze vektor y byl rozlozen na dva vzajemné kolmé vektory. Jeden
souvisi s Casti variability objasnéné regresnim modelem a druhy se zbytkovou (rezidualni
variabilitou). Ke stejnym vztahom lze dospét analytickou minimalizaci kritéria MNC, tzn.
derivovanim rovnice (6) a dalSimi upravami.

Pro urCeni statistickych vlastnosti nahodnych vektorQ y,, e resp. b se uziva predpokladu,
za kterych ma metoda nejmensich &tverct (MNC) optimalni vlastnosti [1]:

I. Regresni parametry £ mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vsak Casto existuji
omezeni parametry, ktera vychazeji z jejich fyzikalniho smyslu.

I1. Regresni model je linedrni v parametrech a plati aditivni model méfeni (2).

III. Matice nendhodnych, nastavovanych hodnot vysvétlujicich proménnych X ma hodnost
rovnou pravé m. To znamend, ze zadné jeji dva sloupce x; xi nejsou kolinedrni, tj.
rovnob&zné vektory. Tomu odpovid4 i formulace, Ze matice X'X je symetricka regularni
matice, ke které existuje inverzni matice ajejiz determinant je véEtsi nez nula.
Z geometrického hlediska to znamend, ze rovina L je m-rozmérnd a vektory X b jsou
jednoznacn€ ureny. Jednoznatné jsou iodhady b parametri S, stanovené metodou
nejmensich Ctverca.

IV. Nahodné chyby & maji nulovou stfedni hodnotu E(g) = 0. To musi u korela¢nich
modela platit vzdy. U regresnich modeld se muze stat, ze E(g) = K, i = 1, ..., n, coz
znamend, ze model neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni vSak bude E(g!) =0, kde
&=Y,— yp; —K . Modely typu (1a) obsahuji absolutni Clen, pokud je posledni proménna



Xm = 1 pro vSechna i = /, ..., n. Posledni sloupec matice X obsahuje tedy samé jedni¢ky
a b, ptedstavuje absolutni ¢len.

V. Nahodné chyby & maji konstantni a koneény rozptyl E(g?) = o°. Také podminény
rozptyl D(y/x) = o je konstantni a jde o homoskedasticky ptipad.

VI. Nahodné chyby & jsou vzajemné nekorelované a plati cov(s; ) = E(& ) = 0. Pokud
maji chyby normalni rozdé€leni, jsou nezavislé. Tento pozadavek odpovida pozadavku
nezavislosti méfenych veli€in y.

VIL. Chyby & maji normalni rozd&leni N(0, °). Vektor y ma pak vicerozm&rné normalni
rozdé&leni se stfedni hodnotou X a kovarianéni matici °E, kde E je jednotkova matice.

Pokud plati prvnich Sest predpokladd, jsou odhady b, ziskané minimalizaci kritéria
nejmensich Ctvercu, nejlepsi nevychylené linedrni odhady regresnich parametri:

Nejlepsi odhady b jsou proto, ze jejich libovolna linearni kombinace ma nejmensi rozptyl
ze vSech linearnich nevychylenych odhadli. Znamena to, ze i jednotlivé rozptyly odhadia D(b)
jsou minimalni ze v§ech moznych linearnich nevychylenych odhadi (Gaussova-Markova véta).
Je tieba poznamenat, Ze existuji vychylené odhady, jejichz rozptyly jsou mensi nez rozptyly
odhadi D(b)).

Nevychylené odhady b jsou proto, ze plati £(f - b) = 0, coz znamena, ze sttedni hodnota
vektoru odhadt £(b) je rovna vektoru regresnich parametra .

Linedrni odhady b jsou proto, ze je lze zapsat jako line4drni kombinaci méteni y s vahami
Oy, které zavisi pouze na polohdch proménnych x; j = 1, ..., m. Za jistych predpokladii
o matici X navic plati, ze odhady b maji asymptoticky vicerozmérné normalni rozdéleni
s kovarian¢ni matici

D(b)=c*(X"X)"' (12)

V ptipad€, Ze plati také predpoklad VII., maji odhady b normalni rozdéleni uz pro kone¢né
rozsahy vybéru n.
Protoze je matice H nendhodna, plati pro kovarianéni matici predikce vztah

D(y,)=c’H (13)
a analogicky plati pro kovariancni matici rezidui vztah

D(e)=c’P=c>(E-H) (14)

Oba vztahy vyplyvaji z dalezitych vlastnosti projek¢nich matic, tj. idempotentnosti, kdy H
= H H a symetrie, kdy H=H". Soudet &tverch rezidui RSC lze napsat ve tvaru

RSC=S(b)=e'e=y" (E-H)y=y'Py
a pro jeho stfedni hodnotu plati, ze
E(RSC) =5 tr(P) =c* (n - m) (15)

kde tr(P) je stopa matice P. Ta je vzhledem k idempotentnosti a symetrii matice P rovna jeji



hodnosti. Pro nestranny odhad s’ rozptylu chybo* 1ze tedy vyuZit rezidualni rozptyl
s S(b) e'e
n—-m n-m
Pti pouziti odhadti parametri b je tieba mit na paméti, ze jde o bodové odhady parametrt f.

vvvvvv

jsou konfidencni oblasti, nazyvané také oblasti nebo intervaly spolehlivosti, ve kterych lezi
teoretickd hodnota f se zvolenou pravdépodobnosti (1-a). Stejné jako u jednorozmérnych
vybért, se voli hladina vyznamnosti oo = 0.05 nebo 0.01. Této volb&é odpovidaji 95 %ni nebo
99 %ni intervaly (oblasti) spolehlivosti.

Pti konstrukei intervall spolehlivosti se vychazi ze skutecnosti, ze nahodna veli¢ina (n - m)
s/ c® ma x* rozdéleni s (n - m) stupni volnosti a nahodna veli¢ina (b - B)' X' X (b - B) / &
méa y’>-rozdéleni sm stupni volnosti. Podil t&chto veli¢in korigovany stupni volnosti ma
F-rozdéleni s m a (n - m) stupni volnosti. Pro hranice 100x(1-at) %-niho intervalu spolehlivosti

pak vyjde

(b- ) X' X(b— By=ms"I_, (m,n—m) (17)

kde Fi.o(m, n - m) je (1-ot) kvantil F-rozd¢leni s m a (n - m) stupni volnosti. Vzhledem k tomu,

7e matice X'X je regularni, definuje rov. (17) hyperelipsoid, jehoZ osy jsou orientovany do
-1

sméri vlastnich vektor(l ¥; matice (X’ X)™. Délky jednotlivych poloos jsou rovny p \/7: , kde

jsou vlastni &isla matice (X X)” a
p2 = mSZFl—a(man_m) (18)

Jak je patrné, jsou jak odhady parametrQ, tak i dalsi statistické charakteristiky regrese zavislé
jak na hodnotéch y tak 1 X.

Metoda nejmensich Ctverci poskytuje spravné vysledky jenom pii souCasném splnéni
predpokladi o datech a o regresnim modelu. K ovéfovani téchto predpokladi se pouziva
regresni diagnostika, ktera zahrnuje :

1. Metody pro prizkumovou analyzu jednotlivych proménnych
2. Metody pro analyzu vlivnych bodi.
3. Metody pro odhaleni poruseni predpokladu metody nejmensich ¢tverct

Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spociva vtom, ze
u regresni diagnostiky neni tfeba pfesné formulovat alternativni hypotézu a jsou pfitom
odhaleny typy odchylek od idealniho regresniho tripletu ,, data - model - metoda odhadu*.

3 Pruzkumova analyza dat

Utelem priizkumové analyzy je zkoumani statistickych zvlastnosti v datech, Problémem
pouziti téchto metod v regresi je to, ze jde o strukturovana data s vazbami vyjadifenymi
regresni funkci. O metodach pruzkumové analyzy jednorozmérnych dat je detailné€ pojednano
v knize [1]. V regresni analyze se vybranych postupt pruzkumové analyzy pouziva pro:

a) urCeni statistickych zvlastnosti jednotlivych promeénnych nebo rezidui,
b) posouzeni "parovych" vztahti mezi vSemi sledovanymi proménnymi,
¢) overeni predpokladu o rozdéleni proménnych nebo rezidui.

V tadé ptipadu jiz pouhé vyneseni naméfené veliCiny y; proti indexu i mize odhalit skrytou
proménnou, Casto souvisejici s ¢asem nebo poradim méfeni.
K orientacnimu posouzeni vztahi mezi jednotlivymi proménnymi se uziva rozptylovych



grafi, kde se na osy vynaseji pfimo hodnoty sledovanych proménnych. Informace o
multikolinearité 1ze ziskat vynesenim dvojic vysvétlujicich proménnych x; proti xi,. Pfiblizné
linearni zavislost zde indikuje silnou multikolinearitu. Na druhé strané v§ak muaze vést vynaseni
yoprotix, j =1, .., m, ik mylnym zavérim o nelinearit¢ modelu, ktery je ve skuteCnosti
linearni.

K ovéfeni normality dat se Casto pouziva Q-Q grafii [1]. Mezi zakladni techniky
pruzkumové analyzy patii i stanoveni rozsahu a rozmezi dat, jejich variability a ptitomnosti
vybocujicich pozorovani. K tomu Ize vyuzit grafu rozptyleni s kvantily a fady dalSich postupt
[1]. Pfes svoji jednoduchost umoziiuje prizkumova analyza identifikovat jesté pred vlastni
regresni analyzou:

1. nevhodnost dat jako dusledek malého rozmezi nebo pfitomnosti vybocujicich bodd,
2. nesprdavnost navrieného modelu (skryté promeénné),

3. multikolinearitu (piiblizn€ linearni vztah mezi sloupci matice X)

4. nenormalitu v ptipad€, kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné veli€iny.

4. Posouzeni kvality dat

Kvalita dat uzce souvisi s pouzitym regresnim modelem. Pfi posuzovani se sleduje
predevsim vyskyt vlivnych bodit (VB), které jsou hlavnim zdrojem fady problémd, jako je
zkresleni odhadu a rust rozptyld az k naprosté nepouzitelnosti regresnich odhadi parametru.
Ve zvlastnich piipadech vsak vlivné body zlepsuji predik¢ni schopnosti modela.

Vlivné body siln€ ovliviuji vétsinu vysledkt regrese. Lze je rozdélit do tii zakladnich
skupin:

a) Hrubé chyby, které jsou zpusobeny méfenou veliCinou (vybocujici pozorovani) nebo
nevhodnym nastavenim vysvétlujicich proménnych (extrémy). Jsou obyCejné dusledkem chyb
pfi manipulaci s daty.

b) Body s vysokym vlivem (tzv. golden points) jsou specialn€ vybrané body, které byly
presne€ zmeéteny, a které obvykle rozsituji predikéni schopnosti modelu.

¢) Zdanlivé vlivné body vznikaji jako dusledek nespravn€ navrzeného regresniho modelu.

Podle slozky dat, ve které se vlivné body vyskytuji, 1ze provést déleni na:
1. vybocujici pozorovani (outliers O), které se na ose y vyrazng lisi od ostatnich,
2. extrémy (high leverage points E), které se liSi v hodnotach na ose x, nebo v jejich

kombinaci (v pfipadé multikolinearity) od ostatnich bodi.

Vyskytuji se v§ak 1 body, které jsou jak vybocuyjici tak i1 extrémni (OE). O jejich vysledném
vlivu vSak predevsim rozhoduje to, Ze jsou extrémy.

Obr. 2 Vliv vybocujiciho bodu (O plna ¢ara), extrému {E ¢arkovana Cara) a kombinace (OE
teCkovana Cara) na prubéh regresni piimky ur¢ené MNC
K identifikaci vlivnych bodi typu vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména rezidui



a k identifikaci extrémii pak diagonalnich prvk( H; projekéni matice H.
Obecngjsi charakteristiky vlivnych boda jsou funkci rezidui ¢, a diagonalnich prvku
projek¢ni matice H;; s faktorem souvisejicim s po¢tem boda 7 a po¢tem proménnych m.

5. Statisticka analyza rezidui

Rezidua jsou zakladem pro identifikaci podezielych bodi a nekorektnosti navrzeného
regresniho modelu. Pfi jejich interpretaci se vSak vyskytuje fada chyb a neptresnosti.
Statisticka analyza rezidui e; = y; - x;b, kde x; je i-ty fadek v matici X, vychazi z predpokladu,
ze jde o odhady chyb ;. Nespravné predstavy o klasickych reziduich jsou, ze:

1. rozdéleni rezidui je stejné jako rozdéleni chyb a statistické vlastnosti rezidui jsou shodné
s vlastnosti chyb
2. ¢im je reziduum e; vetsi, tim je dany bod vlivngj$i, a tim spiSe by se m¢l z dat vyloucit.

Z geometrie na obr.1 plyne, ze rezidua e; nejsou nezavisld, 1 kdyz chyby jsou nezavislé. Jde
totiz o projekci vektoru y do podprostoru rozméru (1 - m). S vyuzitim projekcni matice P lze
psat, ze

e=Py=P(Xf+¢)=P¢ (19)

Pti upraveé rovnice (19) bylo vyuzito faktu, ze vektor X b lezi v rovin€ kolmé na rovinu, do
které se provadi projekce, takze vysledkem je nulovy vektor Pro i-té reziduum vyjde

e = (l'Hii)yi'ZHij yi — (l'Hii)gi'ZHij Ej (20)

i ji
Kazdé reziduum e; je tedy linearni kombinaci vSech chyb ¢,. Rozdé¢leni rezidui je obecné
zavislé na rozdéleni chyb, na prvcich projekéni matice H a na velikosti vybéru .

Protoze je reziduum e; souctem nadhodnych veli€in s ohraniCenym rozptylem, projevuje se
zejména u mensSich vybérl tzv. efekt supernormality. To znamena, Ze i kdyz chyby ¢ nemaji
normalni rozdéleni, vychazi rozdéleni rezidui blizké normalnimu. U mensich vybéra jsou prvky
projekéni matice H veliké a pfevazujici roli hraje soucet Clenli Hj; ¢ ;. Rozdéleni tohoto souctu
se vice blizi normalité nez rozdéleni puvodnich chyb & . U dostatecné velikych vybért, kdy 1/n
je blizké 0 je e, ~ ¢,a analyza rozd¢leni rezidui podéava informace o rozdéleni chyb.

Pro rozptyl rezidui plati
D(e) = (1-Hi)s” (21)

Rozptyl rezidui Dfe;) je tedy mekomstantni, ikdyz rozptyl chyb je konstantni. Pro parovy
korela¢ni koeficient r; mezi dvéma rezidui e; a e; plati
-Hj;

Y JO-H)A-H)

Je tedy patrné,ze rezidua jsou korelovand, 1 kdyz chyby ¢; a ¢ jsou nezavislé.

Pro silné extrémni body plati, ze diagonalni prvky H; [, zatimco vSechny nediagonalni
prvky H; 0. Z rovnice (20) pak ovSem plyne, Ze e; = 0 je bez ohledu na velikost y;. Rezidua
proto neindikuji vzdy spravng siln€ odchylené hodnoty.

Klasicka rezidua jsou tedy korelovana, s nekonstantnim rozptylem, jevi se normalnéjsi a nemusi
indikovat siln€ odchylené body.

V odborné literatufe se Casto doporucuje uzivani normovanych rezidui ey, = e; /s ,
o kterych se soudi, ze to jsou normalné¢ rozdélené veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou




a jednotkovym rozptylem ey; ~ N(0, 1). K vyjddieni jejich vlivu se pouziva pravidla 3s, tj.
hodnoty vétsi nez + 3s jsou povazovany za vybocujici. Pro pfipad normalniho rozdéleni lezi za
hranici x, + 3s pouze 0.3 % hodnot.

Rozptyl D(ey;) = (1 - H;) neni ani konstantni, ani jednotkovy. Navic bylo ukazano, ze pro
siln€¢ vlivné extrémni body je e; 0, takze uziti pravidla £ 3s mize vést ik vyluCovani
spravnych dat pti zachovani chybnych hodnot.

Konstantni rozptyl maji teprve standardizovand rezidua es;, ktera vzniknou de€lenim
rezidui jejich smérodatnou odchylkou s, tedy

Ci

Csi g ﬁl TH. (22)
Vlastnosti standardizovanych rezidui eg; jsou témét stejné jako klasickych rezidui e, Maximalni
hodnota es; je Vn—m .
Veli¢ina e’sy/ (n - m) mé beta-rozd&leni Be [0.5; (n-m - 1)/ 2].
Pokud se vrov. (22) pro vypocet standardizované¢ho rezidua es; pouzije misto odhadu s
odhadu smeérodatné odchylky s.) ziskané pii vynechanim i-tého bodu, resultuji plné
Studentizované, resp. Jackknife rezidua e;

n-m-1
e T €si, T, — Vvh-mcotg®, (23)
n-m-eg;
Tato rezidua maji za predpokladu normality chyb Studentovo rozdé€leni s (n - m - 1) stupni
volnosti. Odpovidaji testovaci statistice Studentova t-testu nulové hypotézy Hy: C = 0

v modelu jednoduchého posunuti
y=XpB+i*C+e¢ (24

kde i je jednotkovy vektor, obsahujici jako i-ty prvek jedniCku a ostatni prvky jsou nulové.
Model (24) vystihuje nejen piipad vybocujiciho méfeni, kde C je piimo velikost vychyleni, ale
1 pfipad extrému, kdy je C = a d; je vektor vychyleni jednotlivych x-ovych slozek i-té¢ho bodu.
Jackknife rezidua jsou bézn€ vyuzivana misto klasickych rezidui e; k identifikaci vybocujicich
bodl.. Ani tato rezidua vSak nemusi byt spolehliva v pfipadeé extrému. Dalsi skupiny rezidui
jsou popsany v praci [1].

6. Analyza prvku projekéni matice

Analyza prvka projekéni matice hraje v regresni diagnostice dualezitou roli. Diagonalni
prvky této matice H; =x'; (X’ X)'x; indikuji pfitomnost extrémnich bodd, které nejsou
zachyceny analyzou rezidui. Diagonalni prvky H;; maji fadu vlastnosti, plynoucich ze symetrie
a idempotentnosti matice H:

1. Z vlastnosti projekéni matice H piimo plyne podminka pro diagonalni prvky 0 < H;; < /
a prvky mimo diagonalu -/ < H; < /. Pokud model obsahuje absolutni ¢len a hodnost matice
X je m, plati pro diagonalni prvky podminka //n < H; < 1/C, kde C je pocet opakovani
méfeni t.j. opakovani i-tého fadku matice X.

2. Pro model s absolutnim ¢lenem a plnou hodnosti matice X plati, ze

ZHnZl, ZHijZl
i-1 i-1

a prumérna hodnota diagonalniho prvku je H; = m/n.

3. Z idempotentnosti matice H plyne, ze H; = Hi + Y Hj = D H;
=

j#

Z téchto rovnosti vyplyvaji dvé dulezité vlastnosti diagonalnich prvku H;:



a) pokud jsou diagonalni prvky blizké nule, H;;— 0, jsou i vSechny mimodiagonalni prvky
blizké nule H;— 0, proj=1, .., n;

b) pokud jsou diagonalni prvky blizké jedné, H;;— [, jsou vSechny mimodiagonalni prvky
blizké nule, H;,—0, proj=1, .., n.

4. Jestlize matice X pochazi z vicerozmerné¢ho normalniho rozdéleni, ma veli¢ina

F=m-m)[H;-1n][(l-H;)m-1)]
F-rozdéleni F (m - 1, n - m).

5. Cim jsou diagonalni prvky H; vy$si, tim vice ovliviiuje i-ty bod predikci yp: Jsou-li
hodnotou H; blizké jedné H;— 1, je yr. = y; aveSkera variabilita v misté x; je objasnéna
regresnim modelem.(viz teCkovand a Carkovand Cara na obr. 2)

6. Diagonalni prvky H;; = dy p; / dy; vyjadiuji citlivost predikce y pi. na zmé&nu hodnoty y;.
Jejich nulové hodnota H;; = 0 potom indikuje bod, ktery nema zadny vliv na predikci.

7. Diagonalni prvky Hj; jsou neklesajici funkci poctu wvysvétlujicich proménnych m
a nerostouci funkci poctu boda .
vice poroste i hodnota diagonalnich prvka H.

9. Pokud maji vysvétlujici proménné x normalni rozde€lent, plati pro velké poety bodu n, ze

n Hj - 1 ma priblizné 5> (2) rozdélen.

Pro komplexné&jsi analyzu je vhodné provést roz§ifeni matice X o vektor y, takze vznikne
matice X' = (X y). Této matici odpovida projek&ni matice
ee’
e'e
Protoze matice H obsahuje informace o viech datech, je vhodna jako celkova mira vlivnych

bodu. Pro diagonalni prvky této matice plati vztah

H =H~+

2
ei
(n-m)s’
Pro grafické znazornéni se pouziva indexovy graf prvku H,; proti indexu i.

£
H: = H;t

7. Charakteristiky vlivnych bodu

Pti posuzovani vlivnych bod je tfeba mit na paméti, ze mohou nestejné vyrazné ovliviiovat
razné charakteristiky regrese. Napiiklad, body ovliviiujici vyrazné predikci yr nemusi byt
z hlediska rozptylu parametra vibec vlivné. Stupen vlivu jednotlivych bodi je tieba posuzovat
vzdy s ohledem na to, které charakteristiky regrese ovliviiyji. K identifikaci vlivnych bodu
existuje fada dalSich diagnostik, které 1ze rozdélit dle dvou zakladnich skupin

Zvétseny rozptyl

Tento piistup vychazi z platnosti linedrniho regresniho modelu (1a) se specialni strukturou
rozptyl chyb. Pro i-tou chybu &; plati, e ma normalni rozd&leni N(0, s / w;), zatimco ostatni
chyby &, j # i, maji normalni rozd&leni N(0, s°) s konstantnim rozptylem. Vahovy parametr
w; lezi v intervalu 0 < w; < 1. Takovy model pasobeni vlivnych bodu se oznacuje jako model
zvétSeného rozptylu (inflated variance).

Pro w; = 1 se jedna o klasickou metodu nejmensich Ctverci. Oznacme b(w;) odhad
parametru b, uréeny MNC pro piipad, Ze rozptyl i-té chyby je roven pravé s*w;. Pak plati
X'X) "'x,(1-w,)e,

1- (l —-W; )Hii
kde x; je i-ty rfadek matice X, ktery obsahuje x-ové slozky i-tého bodu. Pro w = 0 vyjde
z rovnice (25), ze b(1) - b(0) = b - b, kde by je odhad ziskany metodou nejmensich Ctverca

b(H)—b(w,) =

(25)



ze vSech bodu kromé i-tého. Vynechani i-tého bodu je tedy stejné, jako kdyz ma tento bod
neohraniCeny, tj. nekonecny rozptyl.
Vypousténi bodu
Tento pfistup je zalozen na sledovani zmén charakteristik regrese, ke kterym dojde pii
vypusténi jednotlivych bodi nebo jejich skupin. Je snahou pouzivat vhodné skalarni miry
regresnich charakteristik, které se snadno interpretuji a graficky znazornuji. Nejznaméjsi
skalarni mira je Cookova vzdilenost D, souvisejici s konfiden¢nim elipsoidem odhadu.
I (b-b,)" X" X(b-b,) ey H.

1 11 26
l ms* ml-H, (26)

To umoziuje jeji porovnani s kvantily F-rozdéleni. Jde zde vSak o posun odhadi, ktery vznikl
vynechanim i-t¢ho bodu. Orientan€ plati, ze pro D; > 1 posun piesahuje 50%ni konfidenéni
oblast a dany bod je proto vlivny. Dal§i mozné vysvétleni Cookovy vzdalenosti D; vychazi
ztoho, ze jde o Eukleidovskou vzdalenost mezi vektorem predikce y» metody nejmensich
Ctvercl a vektorem predikce yp, ktery odpovida odhadim metodou nejmensich Ctverct pii
vynechani i-tého bodu. Cookova vzdalenost D; vyjadiuje vliv i-tého bodu pouze na odhady
parametrd b. Pokud tedy i-ty bod neovlivni odhady regresnich parametru b vyrazn€, bude
hodnota Cookovy vzdalenosti D; mala. Takovy bod vSak muze siln€ ovlivnit odhad
rezidualniho rozptylu s*.

K vyjadieni relativni zmény odhadii parametrti, zpusobené vynechanim i-tého bodu je
mozné uzit standardizovanych odchylek j-tého odhadu b; od téhoz odhadu b, ziskaného pi1
vynechani i-t¢ho bodu. Odpovidajici diagnostika ma tvar
_ bi-baw;

Say~/ Vi
kde V; je diagonalni prvek matice X'X. Vliv i-tého bodu na odhad j-tého regresniho parametru
je vyznamny, pokud je DS > 2/ V2.

Andrewsova-Pregibonova diagnostika AP; vyjadiuje vliv i-tého bodu na zménu objemu
konfiden¢niho elipsoidu

p_ det(XgX*(i))
"odet(XTTX)
kde X" = (X y) je matice X rozsifena o vektor y. Diagnostika AP; souvisi s prvky rozsitené
projekéni matice H' vztahem

DS; (27)

(28)

AP; = l-H;-el; = 1-Hj (29)

Za vyrazné vlivné se povazuji body, pro které je H;, = (1 -AP) > 2 (m + 1) /n.
K unifikovanému vyjadieni vlivnych bodu se pouziva vérohodnostni vidalenost 1D,
definovanou vyrazem

LD, =2(1(0) - 1(6,))

kde L(®) je maximum logaritmu veérohodnostni funkce pii pouziti vSech bodu a L( @) je
totéz s vynechanim i-tého bodu. Vektor parametri & obsahuje jak odhady regresnich

parametr( b tak i rozptylu s*. Za silng vlivné se povazuji body, pro které je LD; > Z]Z—a (m+1),

kde ;(f_a (m + 1) je kvantil yrozdgleni s (m + 1) stupni volnosti.

Pomoci riznych variant LD; 1ze vySetfovat vliv i-tého bodu na odhady parametra, rozptyl
chyb nebo kombinaci obojich.
Pro sledovani vlivu jednotlivych bodd pouze na odhady regresnich parametri b vyjde



vérohodnostni vzdalenost ve tvaru

d H.
LD, =nln| 7" +1
1_Hii

Pro sledovani citlivosti odhadu rezidualniho rozptylu s> na piitomnost vlivnych bodd ma
veérohodnostni vzdalenost tvar

(n-1
n Jrnln(l-di)JFdl(n )-1
n-1 1-4¢;
Pro sledovani vlivu i-tého bodu na odhady parametri irozptylu ma vérohodnostni

vzdalenost tvar

LD;(s*) = nln

“1)d,
LDi(b,sz):nln[ " j+nln(l—dl.)+ (n=hd,
-1 (l_di)(l_Hii)
V téchto vztazich je
2.

n-m
Z rozboru téchto tii variant vérohodnostni vzdalenosti plyne:

a) Diagnostika LD,(b) je monotonni funkci Cookovy vzdalenosti D; a v porovnani s ni
nepfinasi zadné nové poznatky.

b) Diagnostika LD,(s) nezavisi na H,; a nebude tedy ovlivnéna extrémnimi body.

c) Diagnostika LD(b, s°) vystihuje vliv jednotlivych bod na b as®. Je vyhodna zejména
pro modely bez absolutniho &lenu. Diagnostika LD;(b,s”) ohranituje shora veliiny LD:(b)
a LD(s’) a postaduje proto v prvnim piiblizeni sledovat pouze ji.

Ani veli¢iny LD, nejsou zcela univerzalni a k vySetfeni vlivnych bodi se proto uziva
kombinace fady raznych diagnostik. Z jejich hodnot se usuzuje, zda je nutné dané body z dalsi
analyzy vypustit ¢i nikoliv.

K testovani vlivu i-tého bodu na soucet stiednich kvadratickych chyb odhadu, stfednich
kvadratickych chyb predikce a integralni stfedni kvadratické chyby predikce se doporucuje
jako testovaci statistika Jackknife reziduum e;;, které je vhodné jak pro modely jednoduchého
posunuti tak i pro modely zvé&tseného rozptylu D( &) = s* / wi.

Pokud se sleduje soucasné » bodu, plati pro model jednoduchého posunuti podminka

e?i < Fl—a/n (17 n- m- l: 05)

Jeji splnéni pro vSechna i znamena neptitomnost vlivnych bodt v datech. Veli¢ina Fi.g s (1, n -
m -1, 0.5) je 100°(1 - & / n) %ni kvantil necentralniho F-rozdéleni s parametrem necentrality
0.5a (1, n-m - 1) stupni volnosti. Pro model zvétSeného rozptylu plati analogicky, ze splnéni
nerovnosti

e?i < 2F1—a/n(lan m 1)

pro vSechna i znamena neptitomnost vlivnych bodu. Zde Fi.g n(1l, n-m - 1) je 100°(1 - & / n)
%ni kvantil centralniho F-rozdéleni s 1 a (n - m - 1) stupni volnosti. Na zaklad¢ téchto dvou
testl Ize definovat orienta¢ni pravidlo: silng vlivné body maji &tverce Jackknife rezidui e vetsi
nez 10.
K analyze vlivnych bodu je vhodné uzit také diagnostickych grafu:

a) Indexové grafy (1G) obsahuji charakteristiky vlivnych bodi v zavislosti na indexu
i daného bodu, stejné€ jako indexové grafy pro prvky projekéni matice H,, atd. Vyhodné&jsi jsou



vSak specidlni grafy, které vyuzivaji faktu, ze vSechny charakteristiky vlivnych bodu jsou
jednoduchymi funkcemi rezidui ¢; a prvka H;; projek¢ni matice

b) V L-R grafech se vynasi na osu y ¢tverce normovanych rezidui ey; = e /RSC a na osu
x prvky H;;. VSechny body pak lezi pod pteponou v pravouhlém trojuhelniku s pravym uhlem
v pocatku soufadnic a pfeponou, definovanou limitni rovnosti H;; + e3; = 1.

Vétsinu charakteristik vlivnych bodu lze vyjadiit ve tvaru K(m, n) f{H,, e3;), kde K(m, n) je
konstanta, zavisejici jennam an. [1].

V praktickych aplikacich je problémem, ze pfitomnost vice vlivnych boda se miize projevit
maskovanim nebo piekrytim [2]. Diagnostiky simultanniho posuzovani skupin vlivnych boda
Ize snadno definovat na zakladé diagnostik zalozenych na vypousténi bodu.

Necht I = (i, i, ...i) pro k< (n-m) je mnoZzina k indexu jejichz vliv se ma posoudit. S vyhodou

se vyuzije preusporadani tak, ze podezielych k bodu jsou posledni fadky matice X a vektoru y.
Zaved'me oznaceni

Yo Xy ) (m-k)xm . Yo, \(m-k)x 1 o e, |(m-k)x1
X, kxm y, kxl e, kxl1
Projek¢ni matice odpovidajici podezielym bodum je pak definovana vztahem.
H =X/ (X"X)"X, 31)

Velitina S, =e] (E— H,) 'e, odpovida snizeni rezidualniho souctu &tvercl vlivem odstranéni
k tice indexovanych bodu I. Analogii klasickych standardizovanych rezidui pro vice bodu je
veliCina
S
e§1 =— (32)

2
S

Pro skupinu vlivnych bodii ma Cookova vzdalenost tvar

D12 :ef(e_leilHlel (33)
ms
a pro Andrews Pregibonovu statistiku plati
2

AP =1—(1- % Ydet(E - H,) (34)
n—m

Vérohodnostni vzdalenost L(b,s*) ma pro ptipad k vylougenych bodi tvar
n(n—m—e;)}jL (n—1D(n—-m+mD})
—n

n—m

LD, (b,sz):nln{ 5
n—m-—ey

Je patrné, ze ze pii vhodném pieusporadani indext 1ze pomérné snadno nahradit skalar i
vektorem indext I

Dosavadni miry byly vhodné pro vybrané charakteristiky regrese a nepostihovali
komplexné vliv bodi na vysledek regrese. Hadi [3] navrhl jednu miru vychazejici
z predpokladu, ze vlivné body mohou vyboCovat vzhledem k prostoru proménnych x a
vzhledem k vektoru y. Kombinaci charakteristik vyjadiujicich vliv v prostoru x (vzdalenost
podezielych hodnot od ostatnich) a v prostoru y (chyba predikce) resultuje vztah

HA? :ﬁeJT(E_HJ)eJ

T T
k e e—ee,

Pro ptipad, kdy k=1 a / = (i) pak vyjde



2
2 m " d; H,
I

= +
(-H,) (-dj) 1-H,

kde d} je definovano rov. (30). Prvni &len vrov (31) je funkce /i tého rezidua a diagonaly

G

projek¢ni matice (chyba predikce). Druhy Clen se nazyva potencial. Potencidl reziduovy graf
(PRG) ma na ose x prvni ¢len a na ose y druhy ¢len matice (31). Tedy pro k = / al =i se
d.

ii i

vynaseji

proti m :
l_Hii l_Hii (l_diz)
V tomto grafu jsou extrémy v levém hornim rohu a vybocuyjici hodnoty jsou v pravém dolnim
rohu.

Dalsi diagnostiky vlivnych bodi jsou popsany v praci [4]. Zajimavou moznosti je také

kombinace robustnich metod s identifikaci vlivnych bodua [2].

8. Program REGDIA

Na zakladé vySe popsanych charakteristik vlivnych bodi byl sestaven program
REGDIA vjazyce MATLAB. Tento program pocita zékladni charakteristiky regrese a
diagnostiky zalozené na vypousténi jednotlivych bodua. Je pouzit také PR graf pro posouzeni
obecného vlivu jednotlivych bodi na vysledek regrese. Pro feSeni odhadu parametri se uziva
interni zabudované funkce (levé d€leni matic tj. b=X\y). S vyhodou se pouziva vektorizace
funkci a tvorby matic s vypousténymi sloupci pro urceni lokalnich projekci (u PR grafii). Pii
vypoctech by, se voli metoda nevyzadujici snizeni dimense regresni lohy ale vychézi se pouze
z odhadt pro vSechny body (viz. rov. (25) pro w=0).Pravé snadnost prace s maticemi a
presnost linearni algebry jsou zde hlavnimi vyhodami.

9. Zavér

Byly uvedeny zakladni myslenky a souvislosti pro metodu nejmensich Ctvercu. Byly
popsany vybrané metody regresni diagnostiky. Pozornost byla zaméfena predevsim na postupy
identifikace vlivnych bodl. Byla zminéno také pouziti technik prizkumové analyzy dat. Byl
uveden program v jazyce MATLAB vyuzivajici predevsim maticové orientovaného teSeni
dil¢ich uloh.

Podékovani: Tato prdace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil LNOOB090
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