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1. Uvod

Kazdy vysledek méfeni se pouze vice ¢i méné blizi ke skutecné hodnoté mérené veliCiny. Cheeme-li
zjistit, do jaké miry se da vysledku v&fit, musime zjistit nejistotu meéfené hodnoty.

Prispévek se zabyva uréenim nejistoty odhadu efektivni hodnoty digitalizovan¢ho signalu. Je strucné
naznaceno teoretické odvozeni této nejistoty, popsan princip simulace pouZzité pro numerické nalezeni
této nejistoty a jsou uvedeny priklady vysledku téchto simulaci.

2. Nejistoty méi‘eni - definice, zdroje a Sifeni nejistot v méricim systému

Nejistotou méteni se rozumi k vysledku méfeni pfidruzeny parametr charakterizujici rozptyleni
hodnot, které lze oduvodnéné pokladat za hodnotu veliCiny, ktera je objektem méreni [1]. Zakladni
charakteristikou je standardni nejistota. Je to smérodatna odchylka veliiny, pro niZ je nejistota udavana.
Standardni nejistoty se podle zptisobu svého vyhodnoceni déli na standardni nejistoty typu A stanovené
z vysledkli opakovanych méfeni a standardni nejistoty typu B ziskané jinymi zpusoby. Standardni
nejistoty typu B pochazejici z riiznych zdroju se slucuji do vysledné standardni nejistoty typu B.
Slouc¢enim standardni nejistoty typu A s vyslednou standardni nejistotou typu B se ziska tzv.
kombinovana standardni nejistota:

U, =yU, +Ug. . @)

kde U, je kombinovana standardni nejistota, Uy, je standardni nejistota typu A, Uz, je vysledna
standardni nejistota typu B.

Rozsifena kombinovana nejistota piedstavuje k-nasobek kombinované standardni nejistoty. Cinitel
k se nazyva cinitel rozSifeni, nabyva hodnot z intervalu ke<2.3 >a je nutno ho uvést soucasné
s roz§ifenou nejistotou.

Pokud je pozadovany vysledek zavisly na N méfenych veli¢inach danou funkéni zavislosti y = f( x;,
X2y eeennn , Xy ), pak kombinovana standardni nejistota vysledné veliiny U(y) se urci dle vztahu:
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kde U(y) je kombinovana standardni nejistota veli€iny y, Ufx) a Ufx) jsou standardni nejistoty
méfenych veli€in x; a x;, #(x;x;) je korelaéni koeficient veli€in x; a x;. V pfipad€, Ze veli€iny x; az xy
nejsou mezi sebou korelovany, pak korelaéni koeficient 7(x;x; je vzdy nulovy pro 7 # j a celd rovnice
se redukuje na:

UZ(y)=Z(§fj U3 (x,) 3)
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M¢fici systém na bazi PC se typicky sklada ze snimac¢li a obvodu pro piedzpracovani signalu
(zesilovace, antialiasingovy filtr, napétové a proudove transformatory, multiplexer, sample/hold obvody
atd.),méfici karty pro sbér dat s vzorkova¢em, A/D pievodnikem a generatorem hodinovych impulsi a



pocitace vybaveného prislusnym softwarem. Kazdy blok méficiho fetézce je zdrojem nejistot, které se
§ifi s priachodem signalu do nasledujicich bloku a prispivaji k vysledné kombinované nejistoté vysledku
méfeni. My se zaméfime na nejistoty zpusobené A/D prevodem a algoritmem zpracovani.

Uvazujme idealni A/D pievodnik, skladajici se zidealniho vzorkovace a idealniho kvantovace.
V tomto pfipad¢€ se rozdil hodnoty ziskaného vzorku a hodnoty analogového signalu na vstupu pohybuje
v intervalu <-1/24q, 1/24q >, kde Agq je nejmensi kvantovaci krok. Hodnota analogového signalu se
muze pohybovat se stejnou pravdépodobnosti kdekoliv v tomto intervalu, coz znamena, Ze proces
kvantovani mizeme modelovat pomoci nahodné veli€iny s rovnomémym rozd€lenim nazyvanou
kvantovaci Sum. Nejistotu zpiisobenou kvantovanim vzorku muZeme vyjadiit pomoci smérodatné
odchylky nahodn¢ veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim vypoctem dle vztahu (4):

_ Aq _ Vrange
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kde Aq je nejmensi kvantovaci krok, V... je rozsah A/D prevodniku a N je pocet bitti A/D prevodniku.

U realného A/D prevodniku existuji vedle kvantovani dalsi zdroje nejistot (nejistota offsetu, zesileni,
linearity, doby upnuti (settling time), Casova nejistota vzorkovani (time jitter), preslech (cross talk),
teplotni drift a stabilita). RozliSovaci schopnost A/D pievodniku uvazujici tyto vlivy vyjadiuje efektivni
pocet bitit N,r[2]. Pomoci N, mizeme vyjadiit nejistotu ziskaného vzorku pomoci vztahu [3]:

U
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kde V,angJe rozsah A/D pievodniku, N,sje efektivni pocet bitu.
3. Ur{eni nejistoty efektivni hodnoty

V paméti pocitace mame vzorky zatizené uréitou nejistotou. Ty budeme dale zpracovavat za ucelem
ziskani efektivni hodnoty. To znamend provadét nad vzorky operace dané pfislusnym algoritmem.
Vzorky jsou v paméti pocCitace reprezentovany Cisly s konecnou délkou slova, takZze pii aritmetickych
operacich muze dochazet k zaokrouhlovani, preteceni ¢i podteceni, ¢imZ se vysledna nejistota zvysSuje.
Dnesni programy pro PC pracuji s takovou pfesnosti, Ze slozka nejistoty zpiisobena témito vlivy je
oproti ostatnim slozkam zanedbatelna.

Nejistotu efektivni hodnoty ur¢ime jednak pomoci analytického vztahu odvozeného s vyuzitim
zakona S§ifeni nejistot (2), jednak pomoci simulace zdroji nejistot a aplikaci daného algoritmu. Obé
metody budou pouzity a jejich vysledky porovnany pro dva algoritmy urcovani efektivni hodnoty
v ¢asové oblasti a jeden algoritmus pro urcovani efektivni hodnoty z frekvenéniho spektra.

3.1 Teoreticka analyza
3.1.1 Efektivni hodnota v ¢asové oblasti

Efektivni hodnota z analogového signalu v ¢asové oblasti se spocte:

(6)

kde v(1) je Casovy prubéh signalu, 7" jeho perioda a V. je vysledna efektivni hodnota.
Nejednodusi pribliZzeni se tomuto vztahu pro digitalizovany signal (tedy diskrétni v amplitudé i v Case) je
prosté nahrazeni integralu sumou a periodu 7 odhadem periody 7"
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kde v; je i-ty vzorek digitalizovaného signalu, 7, vzorkovaci perioda, T=N -1, je odhad periody
signalu, N je celistvy pocet vzorkd, aby odhad periody byl co nejlepsi, Vef je vysledny odhad efektivni

hodnoty. Toto zdanlivé zbytecné rozepsani vztahu (7) ma své opodstatnéni v nazorngjsi piedstave pii
urcovani nejistoty zpusobené pravé odhadem periody. VyuZitim vztahu (3) dostaneme:

VZ
U’ = I UN 8
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kde U ( ) Jje vysledna nejistota odhadu efektivni hodnoty, U, je nejistota zpusobena kvantovanim (5),

vy je N-ty vzorek, N pocet vzorka a U(N) nejistota odhadu periody signalu.

Zbyva vyjadrit nejistotu U(N) souvisejici s nejistotou odhadu periody a zavislou na metodé uréovani
periody [2]. Predpokladejme, Ze se pii urCovani odhadu periody skutecna perioda bude pohybovat
vintervalu <7, T+ T, >. Protoze se muze vyskytovat v celém intervalu se stejnou pravdépodobnosti,

mizeme psat (1) =7, /~/12 . Nas zajima nejistota U(N), jiz vyjadiime nasledovns: 7'=N-T,

T
z ¢ehoZ plyne N = T S pomoci (3) ziskame :
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Vysledny vztah (8) ukazuje, Zze celkova nejistota se sklada ze dvou slozek: nejistoty zptisobené
kvantovanim U, (5) a nejistoty odhadu periody U(N). Pro zmenSeni celkové nejistoty je nutno zmenSit
nejistoty téchto slozek. Nejistotu vzorku U, zpracovanim ziskanych dat zmensSit nelze (prumérovanim
lze ale zmensit odpovidajici slozku nejistoty efektivni hodnoty). Ke sniZeni nejistoty U(N) lze vyuZzit
linearni interpolace mezi poslednim vzorkem periody a prvnim vzorkem nasledujici periody:

\/ [ZVZT —y Tj (10)

kdeT:NTvz—]; a Tl:[(VNH_V)(NH_ )]
Tento vztah se pomoci linearni interpolace snazi odhadnout pfesnéji periodu nez v (7) podrobngji [3].
Aplikujeme-li (3) na (10) dostaneme:

: 1) L@-21)(v, ) | R RY |, R, .
U( )= [ j 72 {VJJF szk J{T@jkz UqJ{ZWJUNL (11)
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kde R, =vy =V},

k, :TVZVI('?T/(?V1 +(7, —ﬂ)-vNﬁf/évN, k,= (8T/8v1)2 +(8T/8VN)2 +(8T/8VNH)2 a Uy
predstavuje nejistotu odhadu periody v disledku nelinearniho prubéhu v interpola¢nim intervalu (mezi
vzorkem vy a vy~ ;). Tuto muzeme vyjadrit [3]:



” TZT
— L VN 1 “vz (12)

U
v \/5 Wy —Vy) 2

Druhou mozZnosti zmenseni slozky nejistoty zptsobené nejistotou odhadu periody je pocitani efektivni
hodnoty pies vice period. To je mozné efektivné aplikovat na oba zminéné algoritmy. V pfislusnych

vztazich se pouze zaméni Nza kNa T za kT .
3.1.2 Efektivni hodnota ve frekvenéni oblasti

Pfi znalosti frekvenéniho spektra signalu miiZzeme uréit jeho efektivni hodnotu:
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kde V, je stejnosmérna slozka signalu, V;,, je maximalni hodnota prvni harmonické slozky signalu a V.,
jeji efektivni hodnota, V5, maximalni hodnota druhé slozky atd.

Z digitalizované¢ho signalu ziskame spektrum pouzitim diskrétni Fourierovy transformace (DFT) [4,
5]. Pocitame-li spektrum z N vzorki, dostaneme spektrum taktéZz o N hodnotach. Odhad efektivni
hodnoty pak ziskame:

B 5 lN/Z 5
V,=V, +2ZK,,, (14)
i=1

kde V, je nulta slozka spektra predstavujici stejnosmérnou slozku Vi, .

Horni mez sumace je N/2, nebot’ spektrum redlnych signali je urceno prubéhem v poloving
zakladniho intervalu.

Aplikaci (3) na (14) dostaneme nejistotu odhadu efektivni hodnoty:

UZ(’Zf)ZL‘;Z(4%2U2(%)+J§ Vz-iUz(Vz-m)j (15)
of i=1

kde U(V) je nejistota nulté slozky a tedy stejnosmérné slozky, U(V;,) nejistota ostatnich sloZek spektra.
Pro vyjadieni nejistoty U(Vy) a U(V,,) je tieba zabyvat se algoritmem DFT. DFT je definovana
vztahem:

27

XH) =Y xmye " (16)

kde x(n) je posloupnost N vzorka a X(k) je komplexni posloupnost N vzorku predstavujici spektrum.
(Pti programovani v MATLABu je nutno vzit v avahu, Ze pole v MATLABu zac¢inaji indexem 1,
nikoliv 0.) Posloupnost X(k) je v obecném pripadé komplexni a lze ji tedy zapsat jako X(k) = R(k)+j
I(k). Pro urceni slozek spektra V;, je tieba znat modul spektra:

M (k) =|X (k)| = R (k) + I* () (17)

Z modulu spektra se uréi Vi, = 2M(i)/N a V,=M(0)/N, z ¢choz plyne, Ze pro znalost nejistoty
U(V») potiebujeme znat nejistotu modulu Uy Uvazime-li nejistotu zptsobenou kvantovanim U, (5),
pak muZzeme vyjadrit [6]:

N-U 5 pro k=0
Uhw =3 N (18)

?-U; pro k=0



Z tohoto vztahu jiz dostaneme za pomoci (3):

U= U (19)

Uw,)= fUZ (20)

Dosazenim do (15) ziskame vysledny vztah:
N/2
HUSE [V2+ Z j 1)

Vtomto vztahu je uvaZovana slozka nejistoty zpiisobena kvantovanim, jako nejvyznamnéjsi
nezanedbatelna slozka nejistoty. Tento vztah plati pro koherentni vzorkovani. Pro jeho pouZzitelnost je
tedy nutno maximalné omezit prosakovani energie ve spektru (leakage) [4, 5].

3.2 Ovéreni vztaha pomoci simulace

K ovéieni vztaht ziskanych teoretickou analyzou potfebujeme simulovat uvazované zdroje nejistot a
provést pfislusné zpracovani dat. My jsme vyuZili prostiedi programu MATLAB. V praxi to znamena,
ze generujeme prubchy se znamymi parametry postizené urcitymi zdroji nejistot a pocitame efektivni
hodnotu pomoci algoritmu (7),(10) ¢i (14). Cely proces nechame probéhnout mnohokrat po sobé (v
nasem pripad¢ 10000x) a zpracujeme statistickymi metodami. Ze ziskanych udaju a znamych parametra
vyhodnotime vyslednou nejistotu.

3.2.1 Casova oblast

Pro algoritmus (7) jsme odvodili vztah urcujici celkovou nejistotu odhadu efektivni hodnoty
v zavislosti na nejistoté zplisobené kvantovanim a nejistoté vlivem odhadu periody signalu. Generovany
prabéh musi byt tedy postizen témito vlivy. Za testovany prubéh jsme zvolili sinus, generovany takto:

Nrnd=random('unif',N,N+1);
x=Vm*sin ( (2*pi/Nrnd)+fi);

Timto se vygeneruje sinusovy prubéh s amplitudou Vm a s periodou takovou, aby se vyskytovala
nahodné s rovnomérnym rozloZenim v intervalu < N7.,-7,,, NT,,>, kde 7, neni nutno specifikovat. Tim
se nasimuluje nejistota U(N). Je vSak jest¢ zapotiebi simulovat nejistotu zptusobenou kvantovanim Uy

Ug= (Vrange/ (2”"Nef) ) /sgrt (12) ;

Tu zaneseme do testovaného prab&hu v proménné x takto:

xrnd=random('unif', -Ug*sqrt(3),Ug*sqrt(3),1,N);
x=x+xrnd;

Tim se k prubéhu pfida kvantovaci Sum modelujici vliv kvantovani. Vyrazy -Ug*sqrt (3) a
Ug*sqrt (3) urCuji meze pro ndhodnou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim. Konstanta Uq oznacuje
nejistotu zvolenou dle vlastnosti uvazovaného A/D pievodniku, kde Nef je pocet efektivnich biti a
Vrange jeho rozsah.

V proménn¢ x mame pozadovany prabéh postizeny obéma zdroji nejistoty. Z ného spocteme
efektivni hodnotu danym algoritmem (7) a vysledek ulozime do pole.

Vefnum(l)=sgrt (sum(x."2)/N);



Funkce sum provadi sumaci pies vechny hodnoty dan¢ho vyrazu.AZ budeme mit v této promenné
dostatecné mnozstvi hodnot, spocteme stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku (funkce std) :

Vefprumer=sum (Vefnum) /pocet;
Uvefnum=std (Vefnum-vVefprumer) ;

Proménna Uve fnum predstavuje standardni nejistotu typu A [1].

Zavislost nejistoty na N a poctu period k Zavislost nejistoty na Nef a poc¢tu period k
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Obr.1 Obr. 2

Na obr.1 jsou porovnany nejistoty ziskana dosazenim do teorctickych vztahu a ziskané simulaci pro
parametry signalu: Vef=0,5 V ; Nef=6.8 . Ngjistota je vyjadiena v zavislosti na poétu vzorku na periodu
N a poctu period k pres néZ se algoritmus (7) provadi.

Na obr. 2 je porovnani nejistot téhoZ signalu ovSem v zavislosti na efektivnim pocétu bitu Nef a
poctu period k. Pocet vzorkl na periodu je v tomto pripad¢ fixovan N=10.

Pro modifikovany algoritmus (10) se generuje signal stejnym zpusobem jako u prvniho algoritmu
(7) . Vlastni efektivni hodnota se spocte dle (10):

Tl=(x (N+1)-x (1)) / (x(N+1) -x (N) ) *Tvz;

T=(N+1)*Tvz-T1;

Vefnum(l)=sqgrt ((sum((x."2)*Tvz)- (X (N+1)"2)*Tvz-(x(N)"2)*T1)/T);
Konstanta Tvz udava vzorkovaci frekvenci. Opét nechame cely proces mnohokrat probéhnout a az
bude v proménné Ve fnum (1) dostate¢né mnozstvi hodnot spocteme nejistotu stejnym zpusobem jako
u prvniho algoritmu:

Vefprumer=sum(Vefnum) /pocet;
Uvefnum=std (Vefnum-vVefprumer) ;

Kde opét Uve fnum piedstavuje vyslednou nejistotu.
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Obr. 3 Obr. 4

Na obr. 3 je porovnani nejistot stejné jako na obr. 1 pouze pro algoritmus (10) . Totéz plati i o obr. 4 a
obr.2 .

3.2.2 Frekvenéni oblast

Pro tfeti algoritmus (14) je uveden vztah (21) pouze s uvazovanim vlivu kvantovani. Tedy u
testovaného signalu se nebude perioda pohybovat v uréitém rozmezi, ale naopak bude kvuli zamezeni
prosakovani spektra (leakage) neproménna. Simulovano bude pouze kvantovani:

t=0:2*pi1/N:2*pi;

x=Vm*sin (t);

xrnd=random('unif', -Ug*sqrt(3),Ug*sqrt(3),1,N);
x=x+xrnd;

Nyni se ze signalu spocte N bodova DFT
X=fft(x,N);

Potom spocteme ze spektra odhad efektivni hodnoty:
Vefnum(l)=sqgrt(1l/ (N"2)*sum( (abs (X)) ."2));

Mirna odli$nost od vztahu (14) je zpusobena vyuzitim zrcadleni prvni poloviny spektra zakladniho
intervalu do druhé poloviny. Touto upravou se vyhneme rozdilu ve vztazich pro ziskani V, a Vi,
Spocitame pramér a smérodatnou ochylku, jez pfedstavuje vlastni nejistotu:

Vefnumprumer=mean (Vefnum) ;

Vefdelta=Vefnum-Vefnumprumer;

Uvefnum=std(Vefdelta);

Uvefnum je opét vysledna nejistota.

Obr. 5 ukazuje vysledky porovnani pro algoritmus (14). Efektivni hodnota uvazovaného signalu je
Vef=0.,5 V a pocet efektivnich bitii Nef=6.8 .
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4. Zaveér

V prispévku jsou uvedeny vztahy pro uréeni nejistoty odhadu efektivni hodnoty periodického
signalu, a to zpracovanim signalu v ¢asové nebo frekvencni oblasti. Pro zpracovani ve frekvenéni
oblasti se predpoklada koherentni vzorkovani. Jsou uvedeny grafy zavislosti nejistoty efektivni hodnoty
na poctu vzorkl na periodu signalu, poctu zpracovavanych period signalu a na poctu efektivnich bita
AD pievodniku. Ze ziskanych grafu je vidét velmi dobry soulad vysledka teoretickych a numericky
simulovanych.

V prispévku byly zkoumany pouze hlavni zdroje nejistot. Pokud by vypocty byly provadény s mensi
piesnosti, nez odpovida pouziti pocitaci PC, bylo by nutno vyfesit také vliv konecné délky slova na
nejistotu vysledku. To maze byt pripad mikroprocesorovych systéma.

Podékovani
Prispévek byl zpracovan v ramci vyzkumného zaméru Cislo J04/98:210000015 na CVUT v Praze,
podporovan¢ho Ministerstvem Skolstvi, mladeze a t€lovychovy Ceské republiky.
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