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1 Uvod

Teorie dynamickych optimalizacnich tloh je jiz delsi dobu dobfe rozpracovana. Piesto neni v praxi prilis
casto vyuzivana. Jednim z divodi je, Ze feSeni obecnych dynamickych optimalizac¢nich problémt vede na
nutnost Fesit obecné okrajové tlohy pro obyéejné diferencidlni rovnice. Reseni téchto aloh je spojeno se
zna¢nymi naroky, a to jak z hlediska algoritmizace, tak i z hlediska spotfeby ¢asu pro provedeni vypoctu.
Dalsi nevyhodou je, Ze zakon Fizeni nelze v obecném piipadé formulovat ve tvaru zpétné vazby.

Pro feSeni okrajovych tloh pro obycejné diferencidlni rovnice Ize vyuzit metodu koneénych prvkd
podobnym zptsobem, jakym se tato metoda pouziva pro Feseni parcidlnich diferencialnich rovnic. Z toho
vyplyva moznost vyuziti nastroju pro feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic, jako je napt. Femlab, i
pro TesSeni tloh dynamické optimalizace.

I pfi pouziti moderni vypocetni techniky nemusi byt rychlost vypoctu feseni okrajovych tloh vzdy
dostateéna na to, aby ji bylo mozné pouzit pro sestaveni ridiciho algoritmu bez dalsich tprav. Proto
jsme navrhli reguldtor hierarchicky.

2 Hierarchické Fizeni

Ulohu optimalniho Fizeni v redlném ¢ase jsme rozdélili na dvé podilohy. Prvni z nich je vpocet predikce
optimalni trajektorie systému na zadaném horizontu, druhé je vypocet fizeni, které zajisti optimalni
sledovani této trajektorie. Tyto podulohy se fesi v rdznych trovnich regulatoru, pfricemz feseni prvni
ulohy pfedstavuje vyssi, feSeni druhé tlohy pak nizsi troven.

Nyni stru¢né shrneme vlastnosti obou trovni.

Vyssi aroven

e urcuje optimélni trajektorii systému,

e provadéji se v ni naro¢né vypocty,

e pri vypoctech se bere v tivahu celd struktura systému, nelinearity apod.
Nizsi aroven

e zajistuje sledovani trajektorie vypoctené ve vyssi trovni,

e kompenzuji se zde vlivy poruchovych veli¢in,

e zédkon fizeni by mél byt co nejjednodussi, nejlépe ve tvaru zpétné vazby,

e pro vypocet fizeni systém dekomponovat, vyuzivat jen nejpodstatnéjsich vazeb mezi subsystémy,

nelinearity nahradit linearizaci atd.

Pri nédvrhu optimalniho fizeni je nutné vzit v tvahu i zpozdéni vzniklé ptfi provadéni vypocta ve
vy$8i trovni. Po tuto dobu nizsi roven pouziva trajektorii vypocitanou v predchozim kroku. Dobu, po
kterou se pouziva trajektorie vypocitand v pribéhu jednoho vypoctu vyssi Grovné, oznacime T,. Tato
doba musi byt delsi nez délka nejdelsiho vypoctu ve vyssi trovni.

3 Navrh fidiciho algoritmu

Je dan systém & = f(x(t),u(t)) s pocateéni podminkou z(0) = zg.
Nejprve formulujme tlohu, kterou fesi vyssi roven: je-li Ty > 0 horizont predikce a 7 > 0, mame
nalézt x*, u* tak, ze

T+TH
/T T(2*(£), u* (£))dt



je minimalni, za podminky
T = f(z*(t),u"(t)), (1) = xo.

Tento problém oznac¢ime jako problém (P) na intervalu (7,7 4+ Ty) s pocateéni podminkou xg.
Je-li ¢as t = kT, k celé, pak se provedou nésledujici akce:

e vysSSi aroven zjisti hodnoty stavi a zacne provadét vypocet,

e do bufferu se nahraje hodnota optimalni pfimé vazby pro interval
(kTy, (k+1)T,).

Vypocet ve vyssi trovni se sklada z téchto fazi (pro ¢as t = kT,):

1. spocité se predikce stavu v ¢ase (k-+1)T, pomoci hodnot pfimé vazby zjisténé v predchozim kroku.
Tuto predikei stavu oznaéime &((k + 1)T).

2. Vyfesi se optimaliza¢ni problém (P) na intervalu ((k + 1)7,, (k + 2)T,) s po¢ateéni podminkou
Z((k +1)Ty).

3. Z hodnot predikce stavu v intervalu ((k+1)T5, (k+2)T,) se spo¢itd hodnota pfimé vazby v tomto
intervalu.

V case (k + 1)T, se hodnota pfimé vazby nahraje do bufferu.
Stru¢né predstavime tlohu, kterd se ve vyssi trovni fesi. Dynamickd optimalizace se prevede na
problém minimalizace Lagrangeovy funkce

(k+2)T,
L= J(z(t), u(t)) + A() (& — f((t), u(t))dt,
(k+1)T,

kde funkce A je Lagrangetv multiplikator neboli kostav. Pro optimalni fizeni plati, Ze spliiuje nasledujici
okrajovou ulohu:

i = S0, u).
Dy (a(t),u(®) + D f (2(t), u(t)A() @
DT (@(t),u(®)) + Duf (w(0), u(t)A) 3)

0 pr—

Okrajové podminky pro stavy jsou dany jejich hodnotami v bodé (k + 1)T,, kostavy spliiuji podminku
A(k + 2)T,) = 0. Vice viz [1].

Regulatory v nizsi irovni by mély byt co nejjednodussi, napf. navrzené pomoci LQ teorie. Vyhodou
téchto regulatori je konstantni zesileni ve zpétné vazbeé, vliv vyssi irovné se projevuje jen prostiednic-
tvim pfimé vazby.

Predpokladame, Ze stavova rovnice je lineadrni a ma tvar

o(t) = f(x(t), u(t)) = Az(t) + Bu(t).
a dale, ze kritérium lze psat ve tvaru
J(z,u) = 2T Qx + vl Ru+ TI(z,u),

kde funkce II obsahuje ¢leny fadu vyssiho nez 2.
Predpokladejme, Ze systém je slozen z N subsystémil, které spolu “slabé” interaguji. Pak existuji

matice Al, ce aANyAvazbaa Bl, ey BNvaazba; Qh ey QN a Rl, ey RN takové, 7e lze matici A zapsat
takto:
Ar 0 0
A= + Avazbaa
0 ... An

predpokladame, ze matice B, @, R lze zapsat analogicky. Pfitom vliv vazeb mezi systémy je maly a pii
definici nizsi arovné ho nebudeme uvazovat, stejné jako vliv ¢lent vyssiho fadu v kritériu. Pak se uiloha
nalezeni regulatorti nizsi trovné redukuje na problém nalézt N reguldtorti pro systém

xz(t) = Ale(t) + Blul(t)



takovych, ze je minimalizovano kritérium

/0+<>o i (1)Qixi(t) + ui (1) Rywi(t)dt.

To je standardni tloha linedrné-kvadratického Fizeni (LQ fizeni). Pfedpokladame, Ze matice A;, B;, Q;, R;
splituji podminky zarucujici existenci feSeni tohoto problému. Vice viz [2]. O otdzkach decentralizova-
ného fizeni systému pojednava napt. [3].

7 této teorie plyne, ze optimalni fizeni i-tého subsystému je dano vztahem

u; = ui’(t) — R;lB;‘Fpi(t),

i
kde:
o u’(t) = —R;'BI Pxi(t) je zpétna vazba (ta se neméni),
° —R;lBZT pi(t) je pfimé vazba. Funkce p je definovana vztahem
pi(t) = —(Ai — BB R Bi)pi(t) + Qiri(t).
Matice P; je feSeni Riccatiho rovnice:
Al P+ PA; — PBiR;'B P, — Q; = 0

a r; je i-ta reference. Ta je spocitana ve vyssi trovni, jako prislusna ¢ast predikce optimalni trajektorie.

Pokud by ptvodni systém byl nelinearni, pak je pro vypocet regulatorti nizsi arovné nutné provést
linearizaci. Pokud by byla provedena jen jednou, je mozné provést piredchozi postup beze zmén, s to
vyjimkou, ze k vyslednému stavu, resp. fizeni je nutno pri¢ist stav, resp. rizeni v bodé, kde se pocita
linearizace. Jestlize by se bod, okolo néhoz se systém linearizuje, ménil (na zakladé informaci o predikci
ve vyssi trovni), pak je nutné kromé toho pfepocitavat i zesileni matice zpétné vazby.

4 Implementace vyssi urovné

Pro implementaci vyssi irovné regulatoru byl adaptovan kéd vytvoreny GUI systému Femlab 2.1. Pro
feseni ulohy byla zvolena obecné forma pro soustavu Sesti jednodimenzionalnich rovnic na intervalu
(0, Ty ), pouzit byl nelinedrni fesic.

Zde uvadime systém rovnic, ktery byl fesen ve Femlabu:

1 = x1+0.0lze + uy (4)
29 = 0,01lz1 + 229 + us (5)
Moo= @@= T1)+ A+ 001 (©)
do = qo(ws —T2) + 0.01\ + 2)g 7
= ru+ A\ (8)
= Touz + A2 (9)

pro neznamé xi, T3, A1, Ao, U1, us. Do seznamu proménnych byly zafazeny qi, qo, r1, r2, xx10, xx20.
Dirichletovy okrajové podminky byly

x1(0) = 2210, x2(0) = 2220, A\ (Ty) =0, A2(Ty) = 0.

Dirichletovy podminky pro stavy v ¢ase T a kostavy v ¢ase 0 byly formulovany tak, aby byly vzdy
splnéné, tj. napr.
xl(TH) - xl(TH) =0.

Neumannova podminka byla také zadana tak, aby byla vZdy splnéna a neméla tedy vliv na feseni. Tim
jsme dosahli toho, Ze tilloha byla korektné zadané. Obé tyto podminky je nutné zadat, nebot to vyzaduje
pouzita verze systému Femlab (viz [4]).

Funkce 1, Ty provadéji vypocet zadané hodnoty. Musi byt implementovany v souladu s pozadavky
na syntaxi funkci pocitajicich hodnoty koeficientu rovnic, jak ji vyzaduje Femlab.

Vytvoreny m-file byl dale upraven, aby obsahoval vSechny faze popsané ve tfetim odstavci:



e byla z néj vytvorena funkce predfun?2 s argumenty (cas, qql, qq2, rrl, rr2, xlcas, x2cas).
Argumenty qql1,qq2,rrl,rr2 odpovidaji proménnym ¢, g2, 71, 72. Argument cas predava funkci
hodnotu ¢asu, kdy dochézi k volani funkce predfun2, v argumentech x1lcas,x2cas se predavaji
hodnoty stavli v tomto case.

e interval, na kterém se resi okrajovy problém, byl zménén na
(cas,cas+Ty)

e pred vypoctem okrajového problému se vyfesi stavové rovnice na intervalu (cas,cas+1). Tim
ziskdme predikci stavli v ¢ase cas+1. Tu pouzijeme jako okrajovou podminku pro stavy.

e nasleduje feSeni okrajové ulohy, tj. ¢ast, kterou vygenerovalo GUI Femlabu
e struktura fem se ulozi do souboru. Dale se vykona spocitd hodnota pfimé vazby na intervalu

(cas,cas+Ty) a opét se ulozi do souboru.

5 Simulaéni schéma

Pro modelovani systému byl pouzit Simulink. Pro spravné odsimulovani by bylo potifebné provadét
vypocty v obou trovnich v odlisnych procesech, coz jsme neprovadéli. Vypocet se proto pii kazdém
volani vyssi trovné zastavi.
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Obrézek 1: Simula¢ni schéma

prvnireference a druhareference vybiraji spravnou hodnotu pfimé vazby z hodnot spocitanych ve
vys§i trovni. Vazba z nizs§i trovné do vyssi je realizovana funkci MATLAB Fcn, kterd vzdy po uplynuti
doby T, = 1 aktivuje vypocet ve vyssi tirovni, tj. funkci predfunil a preda ji potfebné parametry.

6 Vysledky simulaci

Pro simulace byl pouzit systém (4) s kvadratickym kritériem. Véhové matice v kritériu byly zvoleny

takto:
q1 0 1 0
pu— R p—
kde g1 = g2 = 10, r1 = r9 = 0.2. Regulatory v nizsi irovni maji zesileni, které je optimélni pro fizeni

systému 27 = x1 + uy s kvadratickym kritériem s vahovymi maticemi ¢q1, r1, resp. &2 =

kritériu jsou vahové matice ¢, 9. To znamena, Ze vazby mezi systémy jsou zanedbany.
Stav x1 by mél sledovat referenci ; = sin4t a stav zo sleduje referenci Zo = cos 5t.
Dale byly provedeny simulace stejného systému s tim, Ze kritérium bylo doplnéno o ¢len

T2 + u2, V

-5)% je—li 1

0.005( ((z1—0.6)2+23+0.05)

> 95

1
((z1—0.6)24+22+0.05)
b(l’l, .1‘2) = ' ’

0 jinak.



Tato bariérova funkce penalizuje trajektorie, které se pfilis blizi bodu z), = (0.6, 0) ve stavovém prostoru.
Rovnice pro adjungované stavy se po pridani bariérové funkce zméni takto:

. ob(x1,
)\1 = ¢ (231 — :El) + )\1 + 0.01)\2 + (;‘;132) (10)
1
. ob(x1,
Ay = QQ({L‘Q — Eg) + 0.01A1 + 2X9 + (;;m (11)
1

Vyvoj stavii systému v Case je zobrazen na obr 2 bez bariérové funkce (vlevo) a s pfidanou bariérovou
funkci (vpravo). Vyvoj stavii ve stavovém prostoru je znidzornén na obr. 3, z néhoz je zfejmy ucéinek

Stavx,

Stavx,

Obrazek 2: Stav x1, plna ¢ara - skutecny stav, ¢arkovana cara - reference

penalizace stavii v okoli bodu z,. Carkovanou kruznici jsou oznaceny body, na nich# bariérova funkce
nabyvéa hodnoty 1.
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Obrazek 3: Stavovy prostor

7 Poznamky k vypoctam

Je-li zvolena pfilis velkd vaha na odchylku stavi od reference (¢; = 1000), za¢nou se objevovat problémy
se splnénim okrajovych podminek pfi feseni okrajové tlohy - tyto podminky nejsou splnény ani po
velkém poctu iteraci. Pouziti takto nepfesné aproximace vyrazné zhorsi kvalitu regulace.

Dalsi problémy se vyskytnou, je-li bariérova funkce prilis strma. Pak vypocet obvykle kon¢i chybovym
hlésenim.

Je nutné upozornit i na znac¢nou ¢asovou naro¢nost vypoctu, a to zejména pii vypoctu optiméalni
primé vazby pro nizsi aroven. Zde se resi diferencialni rovnice, v jejiz pravé strané se vyskytuje optimélni
trajektorie x vypoctena ve vyssi tirovni. Z toho vyplyva nutnost volani funkce postinterp pii kazdém
vycislovani pravé strany.

8 Zavér

Odsimulovali jsme systém s vicetroviiovym regulatorem, v némz se fesi okrajova tiloha pomoci systému
Femlab.
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