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1. Uvod

Frekvencni analyza, ¢ili nalezeni frekvencniho spektra signalu, patii k dlezitym uloham v mnoha
technickych oblastech. S rozvojem Cislicové techniky se stale castéji zacalo vyuzivat vyhod
¢islicového zpracovani signald (ve frekvenéni analyze jde o ziskani odhadu spektra pomoci DFT).
7 tohoto diivodu je vhodné zabyvat se otazkou piesnosti odhadu spektra pii pouziti DFT.

V soucasné dob& se postupné prechazi k novym metodam vyjadifovani odchylek méfeni.
Dosavadni chyby méreni jsou nahrazovany nejistotami méreni. Z tohoto divodu povazujeme za
vhodné struéné problematiku nejistot méieni ptipomenout.

2. Nejistoty méieni

V praxi nejsou zadné méfeni, zadna méfici metoda ani zadny piistroj absolutné piesné.
Nejrizngjsi negativni vlivy, které se v redlném méticim procesu vyskytuji, se projevi odchylkou mezi
naméfenou a skutecnou hodnotou métené veliCiny. Vysledek méfeni se tak vzdy pohybuje v jistém
Ltoleranénim poli“ kolem skutecné hodnoty, ale téméf nikdy nenastava idedlni ztotoznéni obou

hodnot. Rozsah hodnot, jez je mozno racionalné pfifadit k méfené veli¢ing, charakterizuje parametr
nazvany nejistota méteni.

2.1 Nejistoty méreni - definice
2.1.1 Standardni nejistoty

Nejistotou méfeni se rozumi k vysledku méteni pfidruzeny parametr charakterizujici rozptyleni
hodnot, které 1ze odiivodnéné pokladat za hodnotu veliciny, ktera je objektem méfeni [1].

Zakladni kvantitativni charakteristikou je standardni nejistota. Je to smerodatna odchylka veliciny,
pro niz je nejistota udavana. Standardni nejistoty se podle zplisobu svého vyhodnoceni d€li na
standardni nejistoty typu A stanovené z vysledkl opakovanych méfeni obecné statistickou analyzou
série namefenych hodnot a na standardni nejistoty typu B ziskané jinymi zptisoby. Standardni nejistoty
typu B pochazejici z rliznych zdroji se slucuji do vysledné standardni nejistoty typu B.

2.1.2 Kombinovana standardni nejistota

V praxi se jen ziidka vystaci s jednim nebo druhym typem nejistoty samostatné. Pak je za potiebi
stanovit vysledny efekt kombinovanych nejistot méfeni obou typli, A i B. Kombinovana standardni
nejistota se ziska sloucenim standardni nejistoty typu A s vyslednou standardni nejistotou typu B:

u(x) = 1 (x) + 1z (x) (1)

kde u(x) je kombinovana standardni nejistota, u,(x) je standardni nejistota typu A, ug(x) je vysledna
standardni nejistota typu B.
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2.1.3 RozSifena nejistota

Plivodné stanovena smérodatnd odchylka (tedy i standardni nejistota) predstavuje napt. u
nejcastéji pouzivaného normalniho rozdéleni interval ureny s pravdépodobnosti asi 68 %. Podobné je
tomu i u jinych zakoni rozdéleni. Aby bylo dosazeno lepsiho intervalu pokryti bliziciho se k 100 %, je
treba rozsifit standardni nejistotu Cinitelem rozsiteni &, [1]. Pro normalni rozdéleni &, = 2 odpovida
urovni konfidence 95 %, k.= 3 odpovida konfidenci 99,7%. Rozsifenou nejistotu lze pak vyjadrit:

U=k, u 2

kde U je rozsitena nejistota, &, koeficient rozsiteni, u standardni nejistota.
S rozsifenou nejistotou je nutno uvést Cinitel rozsiteni k..



2.2 Zakon Sifeni nejistot

Pro nepfima meéfeni lze nejistotu veli¢iny y zavislé na N veli¢inach x; uréenych pfimym méfenim
(jejich odhady a nejistoty jsou znamy), je-li znama funkéni zavislost y = f{ x;, xa, ......... , Xy ), uréit ze
vztahu [1]:

u’(y)= Z(gj u’(x,) 3)

kde u(y) je kombinovana standardni nejistota veliciny y, u(x;) standardni nejistota méiené veliciny x;.
Tento vztah plati pouze pokud jsou veliiny x; az xy nekorelované. V opaéném ptipadé je tfeba
korelaci do vztahu zahrnout viz [1].

2.3 Zdroje nejistot

Meérici systém se sklada z nékolika bloki. V ptipadé Cislicovych systémi jsou to vétSinou
snimade, obvody pro predzpracovani signalu, méFici karta pro sbér dat s vzorkovagem, AC pievodnik
a pocita¢ vybaveny piislusnym softwarem. Kazdy blok méticiho fetézce je zdrojem nejistot, které se
§ifi s prichodem signalu do nasledujicich bloki a pfispivaji k vysledné kombinované nejistoté
vysledku méfeni.

My se zam¢&fime na nejistoty zplisobené kvantovanim (piedstavujici dominantni zdroj nejistot) a
jejich Sifenim algoritmem DFT.

2.4 Nejistota zpiisobena kvantovanim

Kvantovani je nejcastéji modelovano Sumem srovnomérnym rozloZzenim pravdépodobnosti
v rozsahu + 2 kvantiza¢niho kroku. Nejistotu zpiisobenou kvantovanim vzorku mizeme vyjadfit jako
smérodatnou odchylku nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim dle vztahu:

_ Aq _ Vrange

u = =
q \/ﬁ 2/1'\/5

kde Aq je nejmensi kvantovaci krok, V4. je rozsah AC prevodniku a n je poget bitt AC prevodniku.
U realnych AC prevodniki se nelze spolehnout na rozliseni odpovidajici nominalnimu poctu biti,
skute¢né rozliSeni je mensi a popisuje ho parametr zvany efektivni pocet bitl 7., [2]. Pomoci n,,
mulzeme vyjadfit nejistotu ziskaného vzorku pomoci vztahu [3]:
Ka}1
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2.5 Nejistota vlastniho algoritmu DFT
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Vztah (5) urcuje nejistotu jednotlivych odebranych vzorkt. Nas zajima jakym zplisobem se tato
nejistota projevi ve vysledné posloupnosti, kterou ziskame aplikaci DFT na vstupni vzorky. To
zjistime pouzitim zakona $ifeni nejistot (3) na algoritmus DFT.

DFT je definovana vztahem [4,5]:

X (k)= NZ] x(n)- e_]%nk (6)

kde x(n) je posloupnost N vzorkti a X(k) je komplexni posloupnost N vzorki reprezentujici spektrum.
Posloupnost X(k) je v obecném ptipadé komplexni a lze ji tedy zapsat jako X(k) = R(k) —j I(k). Potom
realnou slozku R(k) a imaginarni slozku /(k) mizeme vyjadrtit s vyuzitim Eulerova vztahu nasledovné:

R(k)= Ex(n) . cos( 27;” k) (7

n=0

I(k) = fx(n) : sin(z’jv' n k] (8)




Pomoci téchto slozek je mozné vyjadiit amplitudovou ¢ast spektra:

M(k) =X (k)| =y R* (k) +1* (k) ©)

Aplikaci zakona Sifeni nejistot zjistime, jak se projevi nejistota kvantovani ve vysledku DFT:

N-uj pro k=0
w (M(k) =1 N (10)

2

?-uq pro k#0

3. Odhad amplitudového spektra

Z posloupnosti DFT (respektive z modulu jejich hodnot) chceme ziskat odhad amplitudového
spektra. Pro postup ziskani odhadu je rozhodujici zda se jedna o ptipad koherentniho vzorkovani, kdy
posloupnost DFT reprezentuje frekvenéni spektrum korektn€, nebo je to pripad nekoherentniho
vzorkovani, pii kterém vznikd rozmazani spektra.

3.1 Koherentni vzorkovani

Aby nedoslo k rozmazani spektra, je tieba zajistit odebrani celistvého poé¢tu period vstupniho
signalu. To odpovidé pozadavku na splnéni podminky:

fs/g.N:m.f;z (]])

kde £, je frekvence signédlu, N je pocet vzorkt DFT, f,. je vzorkovaci frekvence a m je prirozené Cislo.
Odhady stfedni hodnotu signalu a amplitudy jednotlivych harmonickych slozek urc¢ime z modulu
spektra;

v, :@ (12)
_2MO) L (13)
N

kde V), ptedstavuje stfedni hodnotu a ¥, je amplituda i-té harmonické slozky.
Nejistoty téchto odhadii zplisobené kvantovanim vyjadiime za pomoci (3) dosazenim (10):

av. Y 1Y 1
2 _ o | .2 B R -2 14
u*(V,) (aM(O)j u>(M(0)) (Nj u?(M(0)) v (14)
v Y 2\ 2
2 — im . 2 . —_| = . 2 . - = 2 15
uV,) [8M(z‘)j u> (M) (Nj u*(M(1)) o (15)

3.2 Nekoherentni vzorkovani

V ptipad€, Ze neni splnéna podminka (11), dojde k rozmazani spektra neboli prosakovani energie
ve spektru [4.5], oznadované bézné anglickym terminem ,leakage™. Tento jev je dusledkem
nevhodného vybéru vzorkd, ktery ma za nasledek nenavaznost periodického prodlouzeni na signal
v zakladnim intervalu. Energie spektralni ¢ary odpovidajici konkrétni harmonické sloZce se rozprostie
do okolnich prvki posloupnosti DFT, jenz ptedstavuje vzorkované spektrum.
analyzy. Moznosti potlaceni je pouziti oken, kterym se vstupni posloupnost vynasobi. To ma za
nasledek soustfedéni podstatné ¢asti energie harmonické slozky do mensiho poctu sousednich prvki
DFT a tim mensi vliv na vzdalenégjsi prvky (vzorky spektra).

Nejcaste&ji se v této souvislosti pouzivaji kosinova okénka definovana vztahem:

P
w,(n) =YV, cos(zfvmj n=012..N-1 (16)
r=0

kde konstanta P se nazyva fad okna.



Odhad efektivni hodnoty urcité frekvenéni slozky spektra signalu nasobenym kosinovym oknem
se ziska pomoci nasledujiciho vztahu [6]:

f 5 -fi s
V;f=\/1 [ZM(f) +ZM(f)J (17)
f=5

N?-nnpg yay;

N-1
kde nnpg = —sz (i) , pticemz w(i) je posloupnost pfedstavujici uvazované okno, M(f) je modul
i=0

spektra signalu nasobeného uvazovanym oknem a f; a f; jsou takové frekvence, aby se obsahlo 2P+/
slozek DFT kolem hlavni frekvenéni slozky a stejny pocet kolem jejiho zrcadlového obrazu, P je fad
okna.

Ziskat analyticky vztah pro vyslednou nejistotu pii nekoherentnim vzorkovani by bylo velmi
obtizné, nebot jednotlivé spektralni slozky vEetné svych zrcadlovych obrazl se navzajem ovliviiuji,
pfi¢emz zavislost korelace je velice komplikovana.

4. Simulace

Simulace poslouzi k ovéteni platnosti teoretickych vztahti (zejména z hlediska uvazovani korelace
mezi jednotlivymi vstupnimi veli¢inami), poptipad€ k prvotni predstavé zavislosti nejistoty v ptripade,
ze analyticky vztah neni znam.

Simulace spociva v generovani testovacich signali a jejich zpracovani. Signal musi modelovat
kvantovani, coz spociva v pridani nahodné veli¢iny ke kazdému vzorku generovaného harmonického
signalu. Tato nahodna veli¢ina predstavujici kvantovaci Sum, podléha rovnomérnému rozlozeni
pravdépodobnosti a jeji smérodatna odchylka se rovna nejistoté zpisobeni kvantovanim u, (5).

Pro ptipad nekoherentni vzorkovani je tfeba navic v sérii generovanych signalii ménit frekvence
rozsahu :

Jae € (m ;VO'S S ” J;VO'S f”j m — prirozené (18)

kde m je zvolena poloha ¢ary v posloupnosti DFT.
Pro stfedni frekvenci signalu 200 Hz, pét period signalu (m = 5) vychazi rozpéti frekvence signalu
180 az 220 Hz.

Vyhodnoceni nejistoty spociva ve spocteni DFT signalu a urceni standardni nejistoty. Zde na ni
pohlizime, jako na nejistotu typu A. To znamena4, Ze ji vyhodnocujeme statistickymi metodami. Z toho
plyne pozadavek na dostate¢ny pocet realizaci. V nasem pripad¢ byl proces opakovan 10000x.

5. Experimentalni ovéreni

Tato faze je zaméfena na ovéreni vybraného modelu zdrojt nejistot, uvazovanych v ptedeslych
krocich. Experimentalni oveéfeni probiha podobné jako v piedchozim kroku, vypoétem zkoumaného
algoritmu, tentokrat ovSem z realného signalu s parametry shodnymi jako v ptedchozich dvou krocich,
na hardwaru, jenz byl modelovan v teoretické analyze i numerické simulaci. Vyhodnoceni probiha
stejnym zptsobem jako v ptipadé simulaci.

6. Hardwarové a softwarové vybaveni

Pti vybéru softwarového prostiedi pro simulace i realnd méfeni padla volba automaticky na
produkt firmy MathWorks : MATLAB v kombinaci se Signal processing toolboxem a Data Acquisition
toolboxem.

Hardwarové prostiedi tvoril generator signalu a zasuvna métici deska N/ 6023E firmy National
Instruments. Tato karta obsahuje dvanactibitovy pievodnik pracujici na principu postupné aproximace.
Pozadavky na generovani signalu spliiuje funkéni generator HP 331204 firmy Hewlett Packard. Tento
generator umoznuje generovani harmonického signalu, obdélnikového, trojahelnikového a pilového
signalu. Navic poskytuje funkci sweep (frekvencni rozmitani), ktera byla pouzita pro generovani
signalu pii nekoherentnim vzorkovani.
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Obr. 2 — Zavislost nejistoty odhadu efektivni hodnoty pocitané ze spektra pii koherentnim vzorkovani
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Obr. 3 — Zavislost nejistoty odhadu stiedni hodnoty pocitané ze spektra pii nekoherentnim vzorkovani
(vliv lekage)
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Obr. 4 — Zavislost nejistoty odhadu efektivni hodnoty pocitané ze spektra pti nekoherentnim
vzorkovani (obdélnikové okno)
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Obr. 5 — Zavislost nejistoty odhadu efektivni hodnoty pocitané ze spektra pti nekoherentnim
vzorkovani pouzitém okné¢ Hamming
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Obr. 6 — Zavislost nejistoty odhadu efektivni hodnoty pocitané ze spektra pii nekoherentnim
vzorkovani pouzitém okné von Hann



7. Zavér

Nekteré z vysledkl nasi snahy v oblasti nejistot odhadu amplitudového DFT spektra je mozné
spatfit na obrazcich obr.1 — obr.6. V jednotlivych grafech jsou zobrazeny zavislosti nejistoty ziskané
teoretickou analyzou, simulaci i experimentalnim ovéfenim pro koherentni vzorkovani a pro
nekoherentni vzorkovani simulaci a experimentalnim ovéfenim. Experimentalni ovéfeni bylo
provedeno na harmonickém signalu s témito parametry: amplituda V,, =4 V, stejnosmérna slozka 1 V,
frekvence f = 50 Hz, spoustéci urovenn ¥, = 1 V. Pro nekoherentni vzorkovani stfedni hodnota
frekvence 200 Hz.

7 grafil je vidét dobry soulad vysledkil ziskany uvadénymi zpisoby. Zajimavy poznatek plyne pro
pouziti oken pii nekoherentnim vzorkovani. Zavislost nejistoty na poctu vzorkd, klesa se vzriistajicim
poc¢tem vzorkii DFT jen do urCité hodnoty, od které vySe je nejistota témér konstantni, dalsi zvySovani
nad tuto hodnotu nema z hlediska zvySeni piesnosti smysl.

Je tfeba podotknout, Ze v pifispévku byly zkoumany pouze hlavni zdroje nejistot. Pokud by
vypoéty byly provadény s mensi piesnosti, nez odpovida pouziti pocitacii PC, bylo by nutno vySetfit
také vliv kone¢né délky slova na nejistotu vysledku. To muize byt pripad mikroprocesorovych
systémil. Rovnéz pii vysokych vzorkovacich kmitoétech by se mohla uplatnit ¢asova neurcitost
vzorkovani (jitter) a dalsi vlivy v méficim fetézci.

Podékovani

Pfispévek byl zpracovan v ramci vyzkumného zaméru Cislo J04/98:210000015 na CVUT v Praze,
podporovaného Ministerstvem Skolstvi, mladeze a t€lovychovy Ceské republiky.
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