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Prace se zabyva analyzou prichodu paprski koutovym odraZeCem, coZ je typ
hranolu, ktery je béZné pouZivan v inZenyrské geodézii pro meéreni. V praci je
teoreticky popsan zpisob chodu paprski a je provedena komplexni analyza vlivu
nepiesnosti jednotlivych uhli hranolu na chybu odchylky vystupujiciho paprsku po
jeho prichodu hranolem s vyuZitim vypocetniho prostifedi MATLAB.

1. Uvod

Urceni odchylky paprsku po priichodu riiznymi optickymi Cleny je jednou ze zakladnich tloh
geometrické optiky, kterd slouzi pro navrhovéani optickych pfistroji a soustav. Pfesnost vyroby
jednotlivych clenti je zakladnim faktorem, ktery spoleéné s fyzikalnimi parametry navrhovanych
optickych soustav limituje vyslednou kvalitu zobrazeni. Optické hranoly jsou optické prvky
z pruhledného optického prostiedi s rovinnymi plochami, které mezi sebou sviraji ur¢ité predem
definované uhly. Pii prichodu paprskovych svazkl se vyuziva jak lomu tak pfedevsim odrazu na
sténach. Primarnim ukolem hranolti v optickych pfistrojich je poté zména sméru a orientace
prochazejicich paprskovych svazki pomoci odrazu a lomu svétla na funkénich plochach hranolu.
Hranoly jsou soucasti mnoha pfesnych optickych méficich pfistroji. Dilezitou otazkou pro praxi je to,
jak se projevi chyby jednotlivych tihl hranolu na vysledné odchylce paprsku, coz souvisi téz s ulohou
presného méfeni thla optickych hranolii. Vzhledem k tomu, ze vyroba kazdého optického prvku je
vzdy ztiZzena urCitou chybou, nechovaji se vyrobené optické prvky tak, jak by se mély teoreticky
chovat. Je proto velmi dulezité pro praxi znat vliv chyb jednotlivych optickych prvkd. V praxi jsou
uhly hranoli vzdy zatizeny chybami, které vznikaji v procesu vyroby. Tyto thlové chyby hranolu jsou
podstatnou slozkou pfi posuzovani kvality hranolu a rozhoduji 0 mozné aplikaci hranolu v riiznych
ptistrojich. Nekdy se chyby uhll u vyrobenych hranoltl navzajem kompenzuji a je tedy nutno posoudit
kvalitu hranolu komplexné s ohledem na jeho vyuziti.

V ramci této prace se zamétime na prichod paprskd koutovym odrazeéem, coz je typ hranolu,
ktery je bézné pouzivan v inZzenyrské geodézii pro méfeni. V praci je teoreticky popsan zptsob chodu
paprskli u zvoleného hranolu. Déle je provedena komplexni analyza vlivu nepfesnosti jednotlivych
uthlt hranolu na chybu odchylky vystupujiciho paprsku po jeho prichodu hranolem s vyuzitim
vypocetniho prostiedi MATLAB.

2. Priichod paprskovych svazkii hranolem

Urceni odchylky paprsku po prichodu riznymi optickymi ¢leny je jednou ze zékladnich uloh
geometrické optiky, ktera slouzi pro navrhovani optickych pfistroji a soustav. Piesnost vyroby
jednotlivych ¢lent je zakladnim faktorem, ktery spole¢n¢ s fyzikalnimi parametry navrhovanych
optickych soustav limituje vyslednou kvalitu zobrazeni [1]. Opticky hranol si lze obecné predstavit
jako soustavu rovinnych ploch, které mezi sebou sviraji urCité thly. Primarnim tkolem hranola
v optickych pfistrojich je poté zména sméru a orientace prochazejicich paprskovych svazkt pomoci
odrazu a lomu svétla na funk¢nich plochach hranolu. Diilezitou otazkou pro praxi je to, jak se projevi
chyby jednotlivych uhld hranolu na vysledné odchylce paprsku, coz souvisi téZ s tlohou piesného
méfeni thld optickych hranoli.

Vzhledem k tomu, Ze vyroba kazdého optického prvku je vzdy ztizena urcitou chybou,
nechovaji se vyrobené optické prvky tak, jak by se mély teoreticky chovat. Je proto velmi dtlezité pro
praxi znat vliv chyb jednotlivych optickych prvki. V praxi jsou thly hranolt vzdy zatizeny chybami,
které vznikaji v procesu vyroby. Tyto thlové chyby hranolu jsou podstatnou slozkou pii posuzovani
kvality hranolu a rozhoduji o mozné aplikaci hranolu v riznych pfistrojich. Nekdy se chyby thli u



vyrobenych hranolti navzajem kompenzuji a je tedy nutno posoudit kvalitu hranolu komplexné
s ohledem na jeho vyuziti.

Nejprve se budeme zabyvat popisem prichodu paprsku obecnym optickym hranolem,
definovanym vektorovou bazi normalovych vektord lamavych a odraznych ploch. Budeme
predpokladat, Ze steny hranolu jsou dokonale rovinné plochy, tj. omezime se na geometrickou teorii
prachodu paprsku hranolem a zanedbame mozné deformace stén hranolu, které ovliviuji kvalitu
zobrazeni a zpusobuji téz odchylky prochazejicich paprska [2,3]. Jak jiz bylo feceno, pii prichodu
paprsku optickym hranolem dochazi k jeho lomu resp. odrazu na jedné nebo vice funkénich plochach
hranolu. Pro smérovy vektor s’ lomeného paprsku na dané plose poté podle zdkona lomu plati [1,4]
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kde s je jednotkovy smérovy vektor dopadajiciho paprsku, g je jednotkovy vektor normaly k plose, na
které nastava lom, 7 je index lomu prvniho prostiedi a 7" je index lomu druhého prostiedi. Pro odraz
na funk¢nich plochach optického hranolu poté mizeme podle zdkona a odrazu psat pro smérovy
vektor odrazeného paprsku [1,4]

s"=s-2(s-g)g, (2)

kde vektor g znaci jednotkovy normalovy vektor k dané plose, na které¢ nastava odraz. Postupnym
vyuzitim piedchozich vztahl jiz mizeme provést propocet paprsku libovolnym typem hranolu.
V dalSim se zamétime pouze na piipad koutového odrazece.

3. Koutovy odraze¢

Koutovy odraze¢ je opticky hranol, ktery tvoii pravouhly trojhran (rovnoramenny Ctyistén).
V idedlnim piipadé paprsek, ktery vstupuje na celni sténu hranolu (podstavu trojhranu) se trikrat
odrazi na jednotlivych sténach hranolu a poté vystupuje zpét Celni sténou v piesné opatném smeéru, tj.
uhlova odchylka dopadajiciho paprsku je rovna 180°. Koutovy odraze¢ nachazi $iroké pole
pusobnosti v fad€¢ odvétvi védy a techniky, napt. pro pfesna méfeni délek, apod. U idealniho hranolu
jsou tii Uhly pravé a pro dalsi tfi vychazi sinw=-/6/3, cos®=1/+/3. Viechny thly jsou viak
v praxi zatizeny urCitymi chybami, zplisobenymi vyrobnim procesem hranolu. Podle vySe uvedenych

vztahi pro lom a odraz svétla na rozhrani hranolu lze opét pro odchylku paprsku po prichodu
koutovym odraZzeCem, jenZ je vyroben z materialu o indexu lomu #, psat nasledujici rovnice:
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Lom 1 (s, —s,): s :%so —~ \/1—(%) [1-(s,2)°] +%s0g g, (3)
Odraz 1 (s; > s,): s, =8, —2(s,-g,)¢g,, “4)
Odraz2 (s, —s;): s, =s,—-2(s,-8,)¢,, (5)
Odraz 3 (s, —s;): S, =S,—2(s,-2,)8;, (6)
Lom?2 (s, —>s;): 55:ns4+(\/1—n2[1—(s4g)2]—ns4g)g, (7)

kde g,,8,,8, jsou jednotkové normélové vektory ke sténdm hranolu, na kterych nastava odraz a g je
jednotkovy normalovy vektor k ¢elni (vstupni) plose hranolu. Pomoci uvedenych vztaht lze



modelovat prichod obecného paprsku vysetfovanym hranolem a vliv nepiesnosti vyroby jednotlivych
uhli hranolu na vyslednou odchylku vystupujiciho paprsku. Situace je schématicky znazornéna na
obr.1. Podle uvedeného obrazku plati pro jednotkové normalové vektory k jednotlivym funkcénim
plocham hranolu, Ze

g, =(L0,0), ¢g,=(0010), g,=(00]1, g= (1,1,1)/\/5. (8)

Odchylku 3 vstupujiciho a vystupujiciho paprsku poté jednoduse mizeme uréit ze vztahu
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Obr.1: Prichod paprsku koutovym odrazecem

Podle uvedenych obecnych vektorovych vztaht byl vytvofen software, ktery umoziuje pomoci
geometricko-optické teorie analyzovat odchylku vystupujiciho paprsku v zavislosti na vyrobni
presnosti hranolu.

Prichod paprsku koutovym odrazeCem s pouzitim vektorového poctu mizeme téz vyjadrit
analyticky. Budeme-li predpokladat, Ze odrazné plochy jsou dokonale rovinné a v dal§im budeme
uvazovat pouze trojnasobny odraz na téchto plochach hranolu. Necht' g,, g, a g, jsou jednotkové

vektory kolmé t€émto plocham, pti¢emz se uvazuje pravotociva soufadna soustava. Dale necht’ vektory
g), gha g’ jsourovnob&zné s prasecikem ploch, takZe budou platit vztahy:

' _8.%X8 83 X8 81 X8
gl= ZA 3, gZZ%’ g3=T’

kde A= [glgzgS]: (g, xg,)g; znali smiSeny soucin vektord. Necht' dopadajici paprsek
s jednotkovym smérovym vektorem S, postupné€ protind jednotlivé plochy tak, ze jsou po jednom,
dvou a tff odrazech uzitim zdkona lomu ve vektorovém tvaru jeho sméry s,,s, a s,. Kombinaci

vektorovych rovnic zdkona odrazu pro vysledny smér s, na vystupu odrazece dostaneme:



$, =58, _2(81 'gl)gl _2(51 'gz)gz _2(51 'gs)gs +4(s1 'gl)(gl 'gz)gz +
+4(s, g, Mg, -2 )g, +4(s, g, Ng, -2;)g, - 80s, -2, Mg, -2, )e, g )g,

Ptedchozi rovnice se da upravit tak, ze odd€lime ¢leny s chybami riznych fada s vyuzitim
vlastnosti vektori g,, g,, g, a vektord g,', g,', g,', které tvoii reciproky systém. Po tprave tak
1ze obdrzet vysledny vztah

Sy =75 _2A[(g2 'g3)g1'_(g3 'gl)g2'+(g1 -gz)g3']><sl +2(s1 '8 )(gz 'gl)(gl _g1')+
+2(s, -8 )g; - Mg —g,)+20s, -85 Ngs -2, g, —8,)+ 265, -8, Mg g, ), -8, )+ (1)
+2(Sl 'gl)(gl 'gs)(g3 —g3')+2(s1 'gz)(gz 'g3)(g3 _g3')_8(sl 'gl)(gl 'gz)(gz 'gs)ga-

Tento vysledek je pfesny pro libovolnou hodnotu whli tfi odraznych ploch. Protoze vsSak
koutovy odraze¢ ma plochy pfiblizné kolmé, potom rozdily (g1 -g l'), (g2 -g, ') a (g3 — g3') jsou

malé. Malé hodnoty jsou také souciny (gl -gz) , (g1 -g3) , (g2 g5 ) To znamena, Ze ve vztahu (10)

jsou hodnoty za prvnim ¢lenem vyrazu veli¢iny velikosti druhého tadu, které 1ze pro malé chyby uhli
(jez se v praxi vyskytuji) zanedbat.

Jestlize tedy Aa, s, Aay s, Ao,z 0zna¢ime malé absolutni chyby pravych uhli mezi jednotlivymi
sténami koutového odrazece (dané vyrobni presnosti hranolu), pak lze psat:

g, 8, = cos[g— Aocmj =sinAa, ;,

g, g =sinlAa,,,
g, g, =sIn Aocl,z.

Protoze se jedna v praxi o uhly velikosti nékolika vtefin, lze pouzit aproximaci sina = o . Substituci
predchozich vztahii a uvazenim pouze ¢lenu velikosti prvniho fadu potom dostaneme pro vysledny
vektor paprsku

S, =-8, +28, % (Aaz,zgl —Aa, g, + AOC1,2g3)- (11)

Toto je explicitni tvar vyrazu pro smér odrazeného paprsku s,, vyjadfeny pomoci veli¢in
dopadajiciho paprsku, za ptedpokladu malych thlovych chyb koutového odrazece. Pro uplny popis
prachodu paprsku musime jesté zapocitat lom na vstupni plose hranolu.

4. Simulace prichodu paprskii koutovym odrazecem

Necht thly, které sviraji jednotlivé stény koutového odrazece, jsou oznaceny Q. ,,0, 5,0 .

V ptipadé€ idealniho hranolu budou vSechny uhly pravé. Na zakladé velikosti t€chto thld mizeme urcit
jednotkové normalové vektory g,, g,, g, kjednotlivym sténam hranolu. Zvolme napt. g, = (0,1,0),

g,; = 0. Dale plati

g 8 =8,=C05Q,,, &, 8;=g; =C08Q,;,
g2 =818 T 81283 T 813833 =C080;,,

H&H = g121 +g122 +g123 =1, Hgstgazl +g322 +g323 =1.



Pomoci predchozich vztahll poté obdrzime pro zbyvajici tfi slozky normalovych vektord

, COSOL; | —COSOL, , COSCQL, 5 — 5
& =smaq, ,, 85 = ) 833 =S Oy 3 — g3 -

sina,, ,

Abychom provedli statistickou analyzu vlivu chyb jednotlivych uhli na chybu odchylky paprsku
vystupujiciho z hranolu, provedeme pocitatovou simulaci ndhodnych chyb thld hranolu. Na pocatku

simulace uréime odchylku 3 a smérovy vektor s, pro idealni hranol (tj. hranol, kdy chyba velikosti
Ghl je nulovd). Budeme piedpokladat, Ze chyby Aa,,,Aa,;,Ac;; jednotlivych Ghld jsou dany

normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnymi odchylkami 6a, ,,00, 5,005, tj.
Aa,, € N(0,6a,,), Aa,;eN(0,8a,;), Ao, € N(0,50;,).

Jednotlivé uhly koutového odrazece tedy budou mit hodnotu

ro_ r r
(X’I,Z - 0‘1,2 + AO‘],Z ’ a‘2,3 - a2,3 + AG‘Z,S ° (x’3,l - a3,1 + Aa’?v,l :

Po priichodu hranolem ziskdme jednotkovy smérovy vektor sy a odchylku 3’ vstupujiciho a

vystupujiciho paprsku poté jednoduse urc¢ime ze vztahu
’ !
cosd =s, -s;.

Simulace se provadi pro velky podet opakovani (vypocet odchylky 3' pro rizné hodnoty
a,, 05,00, ) andslednd se da urit stfedni hodnota 9 a rozptyl hodnot o odchylky 9. Uhlovou

odchylku paprsku mezi pocitacové simulovanym pfipadem a idedlnim piipadem ziskame jednoduse ze
vztahu
cosd9 =s, -8’

Budeme-li chtit statisticky zpracovat nejen velikost Ghlové odchylky 09, ale i jeji smér ¢
v roviné kolmé na vektor 85 =(s;,55,,55 ;) , potom zavedeme jednotkové vektory

_ (=552555,50)

2 2 0
A/Ss51 185,

Uhel ¢ v roving kolmé na vektor s s 1ze poté vypocitat z nasledujicich vztahl

t; b, =s, xt;.

r-t,
sin 89

r=(t;-s;)t; +(b,-s5)b,, r:HrH:sinSS, cCosQ =

Poté 1ze vysledné odchylky zpracovat statisticky nejen podle velikosti, ale i podle jejich sméru.
Predpokladejme nyni piipad idealniho koutového odrazece

O, =05 =0y, =907



Predpokladejme dale, Ze vstupni smér paprsku je s, =—(1,1,1)/ /3. Provedena simulace
Ghlovych odchylek jednotlivych uhld hranolu Aa. ,,Aa,;,Ad;; a vypocet smérodatné odchylky
Os;, Je uveden vtabulce 1 pro zvolené hodnoty smérodatné odchylky uwhlovych chyb
da, , =00, 5 =00, =0a.

Tabulka 1: Zavislost smérodatné odchylky o5, na chybach uhli hranolu 6o

da ["] O[]
1 2.01
5 10,08
10 20,15
15 30,14
20 39,92
25 50,29
30 60,24
35 70,15
40 79,24
45 90,21
50 98,80
55 108,72
60 118,18

Smérovou zavislost a velikost tthlovych odchylek 63 vystupujicich paprskil je mozno graficky
zobrazit pomoci rozdé¢leni relativni ¢etnosti odchylek nebo v polarnich soufadnicich jako bodovy graf
v roviné (obr.2).
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Obr.2: Zobrazeni rozdéleni Ghlovych odchylek 69



5. Zavér

V praci byla provedena teoretickd analyza prichodu paprskii koutovym odrazeCem. Byl
zkouman vliv nepiesnosti jednotlivych thli hranolu na chybu odchylky vystupujiciho paprsku po jeho
prachodu hranolem. Dale byla provedena statisticka analyza daného problému s vyuzitim vypocetniho
prosttedi MATLAB.
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