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Abstrakt

Kvalitni prFiprava, realizace a analyza #&decko-vyzkumnych experimenti z
laboratornich, ¢i (polo)provoznich pokudi predpoklada osvojeni si Witého souboru
poznatki a systematicky vybudované metodiky znamé pod zkrkdu DOE — Design
Of Experiments.

V pripadé pouziti klasického" regresnihopiistupu k analyze dat experimend, a to
dokonce i pro pivodni (netransformovana) data z experimentu sestamého a
realizovaného podle metodiky DOE, muze dojit k raznym nesrovnalostem a
numerickym, statistickym i principialn € zavaznym problémim, s dopadem na
znehodnoceni celé experimentalni prace.

Prispévek na pomgrné jednoduchém technickém pikladu tvaritelnosti oceli
demonstruje vyskyt a analyzu &chto nefekanych problémi. Interpretaéni problém se
vyskytl pri aplikaci linearniho regresniho modelu s interakcemPodstata rozporu
spativala v nespravné indikaci statistické nevyznamnostregresniho koeficientu
technologicky i fyzikalné vlivného faktoru (kterym byla teplota tvdeni).

V prispévku jsou rozebirany numerické a nasledré statistické aspekty zmiréného
nesouladu. V z&¥ru jsou doporuéeny zasadya piistupy umoziujici vyvarovani se
obdobnych problémi, sméfujici k efektivnimu navrhu a zpracovani experimenti se
ziskanim adekvatniho (fFiméireného, vhodného, pouzitelného) matematického
modelu.

1 Uvod

Spravny navrh, provedeni a nasledna analyza (vydemini) technologicko-technickych experiment
nezbytk pati (nebo rozhodh by nela patit) k zakladnimu ,vybaveni“ studeini absolveni (nejen)
technickych univerzit, vyzkumnych gdeckych pracovnik

Zanedbani witych principi planovani a provaai experiment miZze vést ke znehodnoceni
experimentatorské prace. Cilerfigmvku je proto striné seznameni s pojmy, principy a metodikou
planovani experimefit jako i upozoréni a dokumentace moznych probiéma srozumitelném
prikladu.

2 Zakladni pojmy a principy planovani experimenti

Castym kolem (nejen) technologicko-technické prexezjis&éni vazeb a vztah mezi ugitymi
veli¢cinami zkoumaného procesu. Jde zWadtpipady, kdy proces je velice slozZity a neexistuje pr
jeho popis (dostata¢) vhodny matematicko-fyzikaiachemicky model.

2.1 Z&kladni pojmy DOE

Zakladnim a népstjSim cilem experimentu je &eni, zda ufité faktory (ovliviwijici, vstupni,
vyswtlujici veliciny) maji vliv na sledovanou (oviivovanou, vystupni, vystlovanou) velinu, ¢asto
nazyvanouwdezva(response). DalSEi nasledujici Ulohou fiZze byt nalezeni takové Uraviiaktor,



aby bylo dosaZenoptimum(maximum, minimum) sledované u&hy.

Potebna data pro sestaveni modelu lze ziskat fmzorovanimvelicin procesu bez cileného
zasahu do § (tzv. pasivnj ¢i neplanovany experiment) anebo uskant@im experimentus cilenymi
z&sahy do procesu (tzaktivni, ¢i planovanyexperiment). AvSak ani fpac aktivnich experimefit
nemaji vzdy experimenté&iadostatek znalosti o principech efektivniho praxidexperimerit a vile
k jejich uskuténéni. Je teba s politovanim konstatovat, zddnou analyzou (Zadnou metodou)
experimentalnich dat nelze obejit Spétréi nedostaténé pripraveny experiment[MAROS &
TRAVNICEK 2006].

Terminemexperimense ozndéuje soustavpokusg: (také n&eni, pozorovani), ktera je ¥ipad
planovaného experimentvhodnym zfisobem usp@dana V podstat Ize ftici, Ze v _planovaném
experimentu jde o vytieni takovych podminek, abgzsahexperimentu byl co nejmensi, ale objem i
forma informaci co nejkvalitrgjSi. V dasledku to také znamend, Ze u fakttnudeme vybirat jejich
vhodnéurovné v ramci zvolenych (technologicky vhodnych) intdiva

PoZadavek na efektivitu se uplage jeS¢ mnohem vyrazji u experimentu s mnohtaktory
(nezavislymi prordnnymi). Jeho dsledné respektovani vedlo k vyteai samostatného o#tvi
aplikované statistiky, tzv. planovanéhiszéného) experimentu.i®né navrhy usgédanimereni a
metody jejich vyhodnocenise souhrn& ozna&uji jako planovani (navrhovani) experimintV
literatufe secasto ozné&uji jako Design & Experiment(DOE).

2.2 Zakladni principy a pristupy metody DOE

Mezi zakladni principy a filstupy tvorby plaf experimeni podle metody DOE pgt
nasledujici:
. replikace je opakovani mieni @ stejné drovni nebo kombinaci Urovni fakiiorTimto
zpasobem Ize odhadnout negnost néfeni (nahodnou slozku), zvysit spolehlivost &évi
diky moZnosti pouZzit test adekvéatnostifmienosti, vhodnosti, pouZzitelnosti) modelu,

. rozdleni do bloki: pro pongrné stejné podminky experimentu z#elem odliSeni dalSiho
zdroje variability,
. zndhodreéni: aby nevznikla systematickd chyba (haptejnym p#éadim arovni faktoru

v kazdém bloku), provedeme jednotlivé pokusgi@ni) experimentu v nahodnémipdi.

Celé schéma komplexniho experimentu pak nazyvandhodené (replikované) blokyTy
dovoluji rozlozit celkovou variabilitu na slozku pavidajici efeldm Grovni zkoumaného faktoru,
sloZku nepesnosti mteni, sloZzku odpovidajici blékn a rezidualni (zbytkovou, nevy&dienou)
sloZku, jez zahrnuje vliv ostatnich (nezahrnutyghitela.

Z davodu minimalizace pgu pokust v experimentu se pouZzivaji (pouza)ou a tridroviiove
experimenty, které mohou byiplné(faktorové) azkracené

2.3 Mozné problémy pri nepouziti metodiky DOE

Pokud budeme spoléhat jen na tzv. ,selsky rozuiniexpertni posouzeni* (coz zvl&stlaka"
u malého pétu, tj. u 2 a 3 faktar i zkuSené experimentétory), pakibe (téndf urité) dojit
k n¢kolika negijemnym skuténostem, nap:
. Spate provedemevylker bodi: (hodnot pokus, Udrovni faktofi) s disledkem nespravé

indikované statistické nevyznamnagtkterych faktoté (piicemz tyto jsou vyznamné a vlivné),
a tim i ke stanoveni nespravného (,okiegého*) modelu,

. sestavime nevhodnpavrh s gebytenhymi Udaji pro model za ,dobrym“ &elem ziskani
maxima (ale ne v3ech gebnych) informaci,

. metoda ,pokus-omyl“jenom malokdy (kdyZz se ,nahodou strefime") poskytozZit&éné
informace o zavislostech,

. metoda zrny pouze jednoho faktonpii dalSich faktorech konstantnich (tzv. jednofakigro

experiment, plan) vede jak KifS (zbyteng) vysokému pétu pokusi (a s tim souvisejiciho



dlouhého¢asu a mnoho pérm na takovyto experiment), tak i k zasadni skubsti nemoznosti
podchycenidasto existujicich) interakci fakigr

. pouziti nevhodné metody analyAypii spravné metodice navrhu a provedeni experimentu
metodou DOE) — ndplinearni regresni analyzy misto analyzysfupem DOE — naivodni
data niiZze také (netekavag a rekvapiv) vést k vySe uvedergespravné indikaci statistické
nevyznamnostinekterych (ve skuténosti vyznamnych) faktdr s disledkem na stanoveni
nespravného fis zjednoduseného) modelRrave tato pekvapujici nepijemné skuténost je
dokumentovana na niZe uvedenérfilpadu.

Planovany experimenDQOE) poskytuje navod jakowasre menit vSechny faktorya rékolika
malo jejich drovnichnajednou (z toho vyplyvéninimalizacepoitu pokusi v experimentu)  ziskani
maximainformaci pro vystavbu vhodného a pouzitelného ehmdkoumaného procesu.

3 Priklad

V literature [MAROS & TRAVNICEK 2006] je uveden veliceggny, jednoduchy, technicky zatieny a
srozumiteld rozpracovany motivai priklad pro dokumentaci pouziti metodPOE k navrhu a
vyhodnoceni experimeint

Priklad: Pri tvareni oceli za studena nebo za ,poltmhu” klade material odpor, jenZ semn
jak s velikosti deformace, tak s nastavenintegfteploty. Ukolem je nalézt vhodny model pro gcel
14240.3, jenz bude popisovat chovani tohmtetvarného odporw zavislosti nastupni deformacex
teplot.

Jeden faktor je tedy stupeleformaceg [-], druhym faktorem je teplota [°C]. Sledovanou
velicinou bude petvarny odporo [MPa]. Oblast zkoumani bude v prostoru, kteryyenezen obma
faktory: ¢ 0¢0.0, 1.4,t 00 (20, 750.

Chceme nalézt co nejjednodussi vztah f(g, t), ale takovy, aby statisticka analyza potvrdi
vyznamnost tohoto vztahu.

a

V uvedené literatte je uk&zanpostup vystavby modelu (v s@innosti s upravovanowi
dophkiovanou matici planu) od jednoduchéHimearniho bez interakci pres linearni model
s interakcemaZz pouplny kvadraticky model

Cilem gispsvku je ukazat na mozné numericko-statistické prolglgpra linearniho modelu
s interakcemiktery byl v danémifjpadt uvaZzovan ve tvaru (praipodni prongnné):

[0=h, +b[g+b, t+b,[g1t] (1)

kde jsoub; - regresni koeficienty,= 0,1 ..p, kdep = k+1 = 3 je pdet prediktod (regresot, tj.
@, t, g.1), k=2 je paet faktofi (@, t), by je tzv. absolutni (konstantnilen.

Tentoabsolutni(polohovy)clen je, v gipadt planovaného experimentu podle metodiky DOE,
pramérem nandienych vysledk odezvy (v danémifpac pretvarného odporw). Obeci je vhodné
s nim vzdy poitat (z&azovat jej do modelu), protoZe podchycuje vlivtitka (fyzikalnich hodnot)
odezvy, sotiasré i vliv piipadné nezZazené vysdtlujici pronenné, ¢i existujici nelinearitu a
umoziuje korektni stanoveni statistickych ukazatd€jakymi jsou nap koeficient determinace
modelu, Durbinova-Watsonova statistka apod.).

3.1 PIlan experimentu podle DOE

S ohledem naminimalizaci pottu pokust (a tim ic¢asu a pe¥z na jejich provedeni), Ize
uvazovat, Ze kazdy faktor ma poud (krajni) Urovig. Ty Ize pomoclinearni transformacerevést
na DOE normované hodnotys Grovigmi —1 a +1. Normované pramné budou déle oztavany
symbolyxy, X, ... , X

Plan experimentuje maticeX tvorena ze slougcnormovanych faktdr, piicemz prvni sloupec
odpovida fiktivni prominnéx,, pro niz platix, = 1 a gisluSny odpovidajici regresni koeficienthe



Zadny sloupec nesmi byt tten pouze z nulRadky matice planuigdstavuji (normované) hodnoty
arovni jednotlivych faktar. Patet fadki matice planu je roven pm vSech pokus (meéreni), Eetng
opakovanych.

Pro moznost podchyceni vlivu interakce budeme wwtZapliny faktorovy planse d¥ma
arovremi (m = 2), u kterého je et pokus§ zavisly na pétu hlavnich (zakladnich) faktbr(bez
interakce)k podle vztahd n = mf| = 2 = 2 = 4 (v analyzovanémifpadt mame pouze 2 zakladni
faktory — stup# deformacep a teplota tvéenit).

Z davodu podchycenichyb n@eni a umoZini testovani adekvatnosti modetaohou byt
ptidany dalSiopakované pokusy(v krajnich bodech nebo ve igdu planucili ve stredovém
centralnimbodu, ve kterém maji vSechny normované faktorynota 0).

Ortogonalni planje takovy plan experimenixi, ve kterém jsou vSechny sloupce matice na sebe
kolméa jsou pitom nenulove

DOE normovéani(kodovéany zékladnich faktar vychazi ze vztahu:

: Xmax+xmin
X(i) -
%, (i) = — . —szn- , 2)

2

kde je  x(i) - pavodni zakladni proemné, i = 1k, k — patet zakladnich faktdr,
x(i) - normované progmné podle metody DOE [],
Xmax - maximalni hodnotatwodni prongnnéx(i) [fyzikalni jednotkal],
Xmn - minimalni hodnotatgvodni prongnné x(i) [fyzikalni jednotkal],

ktery predstavujelinearni transformaci(podle rovnice fmky (2)) hodnot pvodni promnné
z intervalu (Xmin, Xmaxy do intervalu(-1, +1) — viz obr.1 (kde je symbolenxs ozn&ena ptimérna,
stredni hodnota):

+1

Obr. 1: Linearni DOE normovani

Ze vztahu (2) jeizjmé, Zze DOE normovanim dochazi také&dvpdu z gvodnich fyzikalnich
jednotek faktolt na bezrozrarovy tvar. Pro dany rozsah uvaZovanych &ialivyjdou ze vztahu (2)
normované zékladni vélny (indexd je kvili prehlednosti vynechan):

_ ¢max + ¢min _ 14+0
X1:¢ 2 :¢ 2 _¢-07 (3a)
Prax o 140 07

2 2



¢ tnattwe _750C+20C
X, = 2 — 2 _'C]-385C _t-385 -] (3b)
2 e~ tiin 750C-20°C 365C 365

2 2
Z davodu mozZnostitestovat adekvatnogprimérenost, vhodnost tvarunodelubyly piidany

jesSt opakovanaw nm¢teni, a to vestredovénmbodu [0.7, 385], coz po transformaci (3a,B@jge na
bod [0, O]. Rvodni a transformované hodnoty pramych jsou nazoghviditelné naobr.2

t X,
750 — o o +1 @ o
3 4)
0 ) | ()
385 —+ o @ X,
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20 —+ o o -1 @ ®
-1 0 +1
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Obr. 2: Pavodni a transformované hodnoty planu

Méteni uskuténime v bodech (DOE normovanych) fakiar paadi (1), (2) ... (6), tj. v bodech
[-1,-1], [1,-1], [-1,1], [2,1], [0,0], [0,0].

Matice planu X s normovanymi hodnotami arovni fakiiorv pokusech experimentu pro
testovany model tvaru (1) pak bude mit nasledtyiai (prvni sloupec odpovida absolutnittenu a
poslednictvrty sloupec, obsahujighterakci 2.7adu, vznikl nasobenim hodnot 2. a 3. sloupdié,

obou faktot, tj. X, 5%):

+1 -1 -1 +1
+1 +1 -1 -1

wo| 1 71+ -1 (4)
+1 +1 +1 +1
+1 0 0 0
+1 0 0 0

Pomoci skalarnich sémi (viz vyswtleni nize) lze jednoduSe ukézat, Ze teptén je
ortogonalni, tzn., Ze sloupcové vektory jsou na sebe kolmén@mi tzv.skalarniho sodginu dvou
vektori, v daném fipact kombinace dvojic slougic kdy je tento satin rovny nule).

Zjistené hodnoty o z provedeného experimentalnihoétami jsou: 382, 900, 329, 308 a
v centralnich bodech 520, 530 [MPa]. Ve vektoroapisu to Ize zapsat pomadéidkového vektoru
nantienych hodnoy nasledova:

y=(382 900 329 308 520 53Q". (5)

3.2 Analyza experimentu

Pro uplny faktorialni (faktorovy) dvou-urdevy plan (ale i pro dalsi typy experimépte
podrobny postup (algoritmus, popis) navrhu analyzy uskut€énéného experimentumetodou DOE
uveden nap vV literatde [TOSENOVSKY & NOSKIEVICOVA 2000]. V této literatie definovanym
nazornym postupem je mozné ¢ng“, ,na papfe” za pomoci kalkulkky, ¢i elegantdji a obec;ji



prostednictvim nap tabulkového procesoru Excel, uskini analyzu DOE a ziskat tvar i koeficienty
modelu.

Je logické, Ze v dnesni dfbje lepSi (komplexsi, spolehli¥jsi, rychlejsi) pouzit gaky
vhodny SW, obsahujici tuto metodu. Existuje spaci8W pro metodiku DOE znamy pod anglickou
zkratkou (akronymem) CADEX/DOE_@nputer Aded Design and Analysis of Eyeriments / Design
of Experiments), mezigx pati nag. programyDesign Experti MODDE.

AvSak asi nejastji maji uzZivatelé (studenti, vyzkumnici &dci) k dispozici obecné statistické
(nag. Minitab, StatgraphicsJMP, Statistica NCS$, ¢i matematické latlab) baliky program, které
Ize pro dané tely pouZit.

DalSi vhodnou a iftom bezpénou alternativou, kterou lze pouZzit (spole8lienom) pro
normovanéhodnoty prominnych, je klasickdinearni regrese ktera je Bzn¢ dostupna viznych
programech.

Model (linearni 1.¥4du s interakci 2fadu) s DOE transformovanymi prémymi budeme
potom uvazovat v analogickém tvaru jako model f1),

|7=h, +bx +byx, +bxx, (6)
kdeje 'V - vypaitena (predikovana) hodnotaz modelu,
X1 - transformovana (normovana) pré&rmag,
Xo - transformovana (normovana) prémat.
Neznamé koeficienty:
b=, b b, bs)T' (7)

tj. jejich odhad, Ize Wit ze znamého vztahu, vychazejicihmetody nejmensiciivera; (MNC)
odchylek mezi fivodnimi a modelem stanovenymi hodnotami odezvy:

b=X"X"X"'y = M'X'¥y = VX' (8)
kdeje M - tzv. momentova matice,
\/ - tzv. variagni matice, inverze momentové matide

Prakticky Ize uvedeny vektor regresnich koefidlemtvelice elegantha nazory urcit (podle
vztahu (8)) v systémiatlab, odkud dostaneme nasledujici vektor odhagjresnich koeficiefit
+494833
+1242500 (9)
-1612500
-1347500

Tl
11

Nicmérg, pro owieni statistické vyznamnosti modelu, jako i vyznastngeho regresnich
koeficienti, je nutné stanovit dalSi hodnotyznych statistik a uskutait potebné testy.

4 Regresni analyza pikladu

Pokud uskuténime statistickou vicenasobnou linearni regresalyan proDOE transformovana
pivodni (netransformovanajata uvedeného ifkladu v systémuwMatlab (ale obec# i v libovolném
jiném matematickém, statistickéii, ekonometrickém programu), pak sice dostanemep{ppactu,
po zg@tné transformacinumericky stejné hodnoty regresnich koeficignaiviak jejichstatisticka
vyznamnost (statistické vlastnosti) se budou u ahodet (pro oba druhy dat) lisit.

4.1 Statistické ,pozadi“ hodnoceni regrese

Pred hodnocenim statistickych vystupegrese je vhodné definovat vztahy vedouci k hejic
uréeni.



Skut&nost, Ze vypéteny regresni koeficient modelu ma nenulovou hadje$t neznamena,
Ze je statisticky vyznangnodliSny od nuly (¥tSi nebo mensi neZ nula). To Ize posoudit az penir
jeho nepesnosti (charakterizované &mdatnou odchylkou).

Rozptylregresniho koeficientiny, j = 0 ..p, kdep je paiet regresat, se utuje ze vztahu:
s’(b,)=s’(e) v, (10)
kde je 'V - hlavni diagonala varigni maticeV, tj. diag(V),
sé(e) - celkovy rezidudlni (zbytkovy, nevy&ieny) rozptyl.

Tento rozptyl je mozné vygitat z rezidualniho s@tu ¢tverar (RSQ, tj. ze sodtu étveral
rezidui (zbytk, chyb modelug:

e=y-y, (11)
RSC=¢€' (&, (12)

T
S0 RSC _ e [@ (13)

_n—(p+1) _n—p—l'

kden je paet nangtenych hodnot (p+1 je paiet regresar modelu ¥etné absolutniha@lenu).
Sne¥rodatné odchylkaegresniho koeficientu je druhou odmocninou jedeptylu:

(b)) =./s’(b,) » (14)

odkud pro testovotrstatistiku statistické vyznamnostitfsluSného regresniho koeficientu plati
poner (podil):

b.
t(b)=—1—. (15)
s
Pokud plati nerovnost:
tlb) = t@-a/2n-p-1), (16)

kde t(1-a/2, n-p-1)je kvantil Studentova t-rozteni, pak zamitame hypotézu o statistické
nevyznamnosti (,nulovosti*) regresniho koeficientu.

Dal3i moznosti hodnoceni statistické vyznamnogtiegniho koeficientu je &it tzv. p—hodnotu
(p-value), ¢ili dosaZzenou hladinu pragdodobnosti (vyznamnosti) t-statistiky tohoto regiés
koeficientu a porovnat ji se zvolenou ,kritickouladinou vyznamnosti testovani (vétSinou se voli
hodnota 0.05).

4.2 DOE transformovana data

S vyuzitim vySe definovanych vztatbyla v programuMatlab uskuténéna linearni regresni
analyza s diagnostikou statistické vyznamnosti esgich Kkoeficierit nejprve pro DOE
transformovana (DOE normovana) data.

Vystup vytvadeného m-skriptu TCP0O8 _d.m ma obvykly tvar pouZivany ve vystupech
statistickych prograft—tab.1

Tab. 1: WSLEDKY REGRESE PRA®OE NORMOVANA DATA

regresor koef sb tb p- hodnot a
const 494. 8333 15. 2208 32.5103 0. 0009
x1 124. 2500 18. 6416 6. 6652 0. 0218
X2 -161. 2500 18. 6416 - 8. 6500 0.0131

x1.x2 -134. 7500 18. 6416 -7.2284 0. 0186



Pomoci funkceregress ze Statistics Toolboxu je moZzné jedtrcit i hodnoty koeficientu
determinaceR?), Fisherovy statistiky modelu jako celki-§tal) a jeji p-hodnoty(p-F). Pro uvedena
normovana data platild® = 0.9885 (tj. 98.85 % rozptylu regresandu bylowleno modelem),
FisherovoF-stat= 57.1659 @-F = 0.0172.

Z uvedenych vystupje Zejmeé, Ze vSechny regresni koeficientgeiwe absolutnihoglenu),
jako i hodnota Fisherovy statistiky modelu jsoutistegky vyznamné na din¢ volené hladiy
vyznamnostia = 0.05, kterd je ve vSechtipadech wtSi neZ p-hodnoty tj. dosazené hladiny
vyznamnosti. Koeficient determinad® ukazuje, Ze dany model aZ na 98.85 % popisujelviitii
odezvy (regresandu).

4.3 Pavodni data

Vystup vytva@eného m-skriptuTCP08.mpro pivodni (netransformovana) data ma v tomto
ptipadt obdobny tvar tab.2

Tab. 2: WSLEDKY REGRESE PRO B®VODNIi DATA

regresor koef sb tb p- hodnot a
const 398. 5354 36. 7758 10. 8369 0. 0084
fi 380. 5479 38. 7074 9.8314 0. 0102
t -0.0726 0.0722 -1. 0052 0. 4207
fi.t -0.5274 0. 0730 -7.2284 0. 0186

A opét pomoci funkceregressze Statistics Toolboxu je moZnécitri hodnoty koeficientu
determinaceR), Fisherovy statistiky modelu jako celkig-§taf) a jeji p-hodnoty(p-F). | pro pivodni
data byly ziskany stejné hodnowschto statistickych ukazatel R = 0.9885 (tj. 98.85 % rozptylu
regresandu bylo vygtleno modelem), Fisherove-stat= 57.1659 a jehp-F = 0.0172.

Z vySe uvedeného vystupuab.2je viak pekvapi viditelné, Ze jakastatisticky nevyznamny
se jevi faktorteplota tvéeni (t), protoZze jeho dosaZzena hladina vyznamnosti =07.42 0.050 =a.
Tato skuténost odporuje vysledikn ziskanym pro DOE transformovand data (i ziskana
vyhodnocovaci metodou DOE), tak fyzikalni podstat dlouholeté i praktické (technologické)
zkusenosti.

Na druhé strahje jednoduse aifitelné, Ze samotné hodnoty regresnich koefidiggauciselrg
shodné s koeficienty ziskanymi transformaci koefiti z modelu DOE.

Zawrem lze v tomto fipadt konstatovat, Ze ziskany matematicky model je aroaddivodni)
data jako celekyznamnyoviem siespravi stanovenynmevyznamnym vlivem teploty t¥@ni

4.4 Shrnuti

Porovnanim vysledi obou gistupa (pro oba druhy dat) je jasné, Ze i kdyZz oba modadjyre
kvalitne vyswtluji rozptyl odezvy (vykazuji stejné hodnoty kamintu determinace)liSi se
v hodnoceni statistické (ne)vyznamnosti vlivu (éfiekoeficientu)_teploty tM@nina getvarny odpor
oceli.

Otazka tedy znigim (jakou skuténosti) je tato disproporce @gpobena, coZ je obsahem
nésledujici kapitoly.

5 Rozbor statistického problému

Po zjis&ni pricin vzniklého problému (podle informaci v odbornéedatde) byla definovana
pouzivand indikéni kritéria.



5.1 P¥iciny problému

Na zéklad informaci z literatury, nap [MELOUN & MILITKY 1994], [HEBAK & HUSTOPECKY
1987], Ize zjistit, Zenespravnd indikace statistické nevyznamnosti reguefryswtiujici prongnné)
je dasledkem tzv. multikolinearity (témet soul&Znosti) rtkolika regreso¥ (jejich vzajemné
korelovanosti, souvislosti)¢i jinak receno, jejich neortogonality (nekolmosti). Tato skuteost
zpasobuje (krony jiného) velké rozptylyjednotlivych odhadl regresnich koeficiefit diky kterym
vysledkyt-test: indikuji nesprava statistickou nevyznamnosichto koeficient.

Je pgrekvapivé, Ze i vtomtoifpact vychazikoeficient determinaceysoky a regresninodel
muZe dolse popisovat(avSak uz ne ddb a spravévysvtlovat) experimentalni data.

Nesprave uréena statisticka nevyznamnost vychazi numerického hlediska tzv. Spatné
podmirnostitzv. momentové matidé = X' X (kdeX je matice planu).

5.2 Indika ¢ni kritéria neortogonality

Pro testovani uvedeného jevu existuje a je damoru rékolik kritérii, a to jak numerickych,
tak i statistickych, icemzkritéria:

. numerickd vychazejici ze spektralniho rozkladu momentovéeja iiverzni) variatni matice
se stanovenim tzvlastnich¢isel stopyadeterminantumatic,
. statistickdvychazeji Zorela¢ni matice, pouziva se u nich statistickych pijii pro hodnoceni

se vyuziva kvantil pravdépodobnostnich rozdeni.

Dal3i obdobn&lenéni téchto kritérii mize byt podle skut@osti, z jakématice regresoll se
vychazi, tj. zda se vychazi z matice:

. planuX,

. momentové/ = X'[X,

. variacni V, ktera je inverzni matici k matici momento¥é= M™* = (X'IX)?,

. anebo z normované verze vakiah maticeR, kterd je formalé shodna &orelacni matici

vyswtlujicich prongnnych (regresd).
Seznam vybranych a na dateciikfadu pouzitych kriterii vychazi z literatury BMOUN &
MILITKY 1994], [HEBAK & HUSTOPECKY1987], [(GARAJ & SUJAN 1980].

U niZze uvedenéhoighledu jsou u kritérii definovanéitické hodnoty pri jejichZ prekraieni Ize
uvazovat o existenenultikolinearity (neortogonality regresot:

A. Kritéria numerick&a
»  skalarni sodiny dvojic vyswtlujicich prongnnych (z matice planiX): pokud nejsou vSechny
nulové pak plan neni ortogonalni,

> ¢islo podmignosti momentové matic#: ¢islo podmirnosti = podil nej¥tSiho a nejmensiho
vlastniho¢isla matice ¥t3i neZ 16, pricemZ pro kazdou nesingulartivercovou maticiA typu
mxm nebo (m,m) plati (kdg, j = 1.m, jsou tzv. vlastnéi charakteristickacisla matice):

A =det@) = A, Ch, (A, (17)
K = max (18)

stopa maticéV: stopa (sotet diagonalnich prv) vétsi nez 16
determinantvariaréni maticeV: hodnota mensi nez 0
stopa matice/: hodnota ¥tSi nez 1.0,

korelacni maticeR: pokud nejsou vSechny mimodiagonalni prvky (Paaoep parové korekmi
koeficienty) rovné nule, pak plan neni nekorelovamni nezavisly),

¢islo podmidnostiK maticeR: vétsi nez 18,

YV V V V

A\



> determinanimaticeR: blizky nule.

B. Kritéria statisticka

»  VIF-faktory (Variance hflation Factor - infla&ni faktory rozptylu regresar viz nag. [Hebak &
Hustopecky 1987], [ZARA 2008]): rovné jedné (prediktory nejsou korelovaméan je
nekorelovany a j@rtogonaln), vétsi nez 1 ale menSi nez 5 (indikace mirné korelostira
neortogonality planu), &si jak 5 ale mensi nez 10 (vyznamna korelovanastatogonalita),
vétSi nez 10 (multikolinearita, neortogonalita). ¥gad VIF > 1 jsou odhady regresnich
koeficienti (Ciselrg) spravné, ale nejsou spravné jejigthodnoty které jsou stanoveny jako
diagonalni prvky inverzni koretai matice (j =1 .p):

VIF, =D; =diag(D) =diag(R™), (19)

»  testy diagonalitwybérové korel&ni maticeR, ¢i jinak feceno, nulové hypotézy, Ze tato matice
je jednotkova [Hebak & Hustopecky 1987t$i nez kritickd hodnota kvantilu chi-kvadrat
rozckleni s pétem stufa volnosti odpovidajicich gtu parovych korelaci prp prongnnych
(symbolln ozn&uje @irozeny logaritmus[IR( znamena determinant kor&hd matice):

W=-nMR| ~ x, (pdp-1/2), (20)

>  castji je vSak pouzivankorigovana(zpresréna) hodnotaestu diagonalityna peet faktor
(regresot) podleFarrara a Glaubera[Garaj & Sujan 1980]:

WFG:—(n—1—2p6+5jEIhR=—n[€l—2p6;ll)m1R - X (pQp-0/2). (21

> F-test regresait zpasobujicich multikolinearitu:pokud jeé&tsi nez kriticka hodnota kvantilu
Fisherova F-roztleni s p-1) a f-p) stupni volnosti:

FD, = ’I‘O‘_E@/u:j -1) ~ F(p-1n-p)- (22)

6 ZpiuasobyreSeni problému

Podle informaci z literatury byly dale sestavenwrhg zpisohi feSeni problému. Pro &keni
navrhovanych op#&ni byla uskutnéna aplikace kritérii a Zsohi feSeni na data fikladu
s hodnocenim jejich det&ki schopnosti adinnosti.

V literatu'e [MELOUN & MILITKY 1994], [HEBAK & HUSTOPECKY 1987] a [TOSENOVSKY &
NOSKIEVICOVA 2000] je doporteno v fiipadt vyskytu multikolinearity pouzilinearni transformaci
dat rekolika nasledujicimi zpsoby (kde index, gadi pokud i = 1, 2, ...n, kden je celkovy paéet
pokusi):

. centrovanihodnot prorannych:
X, () = x(i) = x|, (23)
kde je X - centrovana pro#mna,
X - pavodni (netransformovana) prémna,
X - stedni hodnota (aritmeticky fomer) promgnneé X,
. normovani(ma vyznam préladnoustredni hodnotu prosmné):
x (iy="W=X| (24)
X
kde je X, - normovana prosmna,
. DOE normovéani(kédovani) - viz pedchozi vztah (2),
. standardizace(ma vyznam pro nekonstantni pr&imou snenulovou kladnou smerodatnou

odchylkou prominné):



:x(i)—x

% (i) ; (25)
S
kde je X - standardizovana pramna,
S - (vykgrova nebo poputai) sneérodatna odchylkajvodni prongnné.

VSechny uvedené apoby linearni transformace dat vedonltové stedni hodnat a symetrii

transformovanych dat gignivym dopadem na zaj&ti ortogonality a nekorelovanostiplanu s
takovymito pron¢nnymi.

Nicmeére, zde je teba obech konstatovat, Ze multikolinearitu regregdfaktori) nelze vzdy
uvedenymi zpisoby odstranit. Je to tehdy, kdyZ jsou faktory nesddou z principu zavislé (nap
délka a objemitesa), pi pouzivani vySSich mocnin (které jsou navzajemst@yprongnnych, apod.

Pro analyzovana data se rozmezi jejich hodnot gneogni i transformované pramné
pohybovalo v nésledujicich intervalech —tab.3

Tab. 3: RzMEZi (MIN/MAX), INTERVALY HODNOT PROMENNYCH

Data ¢ (x2) t (x2) O (x:3,) Poznamka
Pavodni (0,+1.4 (+20,+750 (0,+1050
Centrovana (-0.7,+0.3 (-365,+365 (-255,+255
Normovana (-1,+1) (-0.948,+0.948 | (-0.948,+0.948 uvnitt (-2,+2)
DOE normovana (-1,+1) (-1,+1) (-1,+1)
Standardizovang (-1.225,+1.225 | (-1.225,+1.225 (-1.5,+1.5

Prakticky to znamend, zeormovanj DOE normovania standardizace,stlacuji“ hodnoty do
intervalu (-2,+2), coz je dopotené rozmezi s ohledem na zsmi numerické stability vygti a
omezeni kumukinich chyb. Uvedené rozmezi poskytuje nejmensi dighgd spravnéhaeseni,
které bychom obdrzeli, kdyby pitac umel zapsat kazdéislo na nekonmé dlouhou mantisu.

6.1 Ovéreni kritérii a zpuasohi FeSeni
Po transformaci jvodnich dat a vyptiu kritérii v prostedi Matlab Ize dostat vysledky, které
jsou geehledrt uspdadany wtab.4a,b(kde jsou v bledd modrych poktkach uvedeny ,podéelé”, od

dalSich odchylné hodnoty a navic tlustym pismera sk ozn&eny hodnoty kritérii, kteréipkrctily
kritické hodnoty a signalizuji naruSemitogonalityanekorelovanostplanu):

Tab. 4a: WDNOTY KRITERII MULTIKOLINEARITY A KORELOVANOSTI DAT

Data det(M) det(V) tr(M) tr(V) cond(M) | Poznamka
pavodni 1.636E+12| 6.111E-13| 2671 000| 2.051 | 4 159 900| NaruSeni
centrovana 1.636E+12| 6.111E-13 794 000 0.677 271 900 Lze
normovana 310 0.003224 17.2 0.973 1.6 OK
DOE normovana 384 0.002604 18.0 0.9L7 1.50
standardizovand 1944 0.000514 27.0 0.611 1.50

Legenda def) ... determinant maticetr() ... stopa (tace) maticecond ... ¢islo podmignosti
(condtional number) matice: plati, ZeondM) = condV), a to diky linearni transformaci operace
inverze, ktera sice z&ni hodnoty v3ech vlastnialisel pivodni matice, avsak jejich pany (podily)
ziistanou zachovany.



Tab. 4b: HODNOTY KRITERIi MULTIKOLINEARITY A KORELOVANOSTI DAT

Data det(R) | cond(R) | WFG VIF FD
X1 Xo lez X1 X2 X1|32
pavodni 0.321 10.4 3.596 | 2.113| 2.000| 3.113| 1.67 | 1.50 | 3.17
centrovana 1 1 0 1 1 1 0 0 0
normovana 1 1 0 1 1 1 0 0 0
DOE normovana 1 1 0 1 1 1 0 0 0
standardizovana 1 1 0 1 1 1 Qg ( 0

LegendaWFG ... hodnota kritéria Farrara-Glaubera porovnavakétekou hodnotou kvantilu chi-
kvadrat rozdleni X%(plip-1)/2) = X%.043) = 7.815,FD ... hodnota Fisherova F-testu regrésor

zpasobujicich multikolinearitu porovnavana s kvantileisherova rozéleni F,(p-1, n-p) = R 042,3) =
9.552.

Hodnoty a porovnani ukazatedtopa maticeM, jako icislo podmignosti maticM i V (jejichz
podmirénost je stejna) jsou praipodni a transformovana data graficky znaZaynnaobr.3:

Stopa matice M Cislo podmin é&nosti matice M (V)
1.E+07 - 1.E+07
1E+06 | [ __ 1.E+06 1
1.E+05 - 1.E+05 ]
1.E+04 - 1.E+04
1.E+03 1.E+03
1.E+02 - 1.E+02 -
1.E+01 1.E+01
1.E+00 1.E+00 ; — - —
, & (\’ (\b' (\b é(\’\ (\;b- (\ (\;b- (O
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® oe(\\‘o o (\0\“‘0 6,&\6\1’ ® © 5 (\oﬁ‘\o é,&é\"’o
OO ey OO 5\’&«“

Obr. 3 : Stopa matick! acislo podmignosti maticM i V

Z obr.3 je Zejmé, Zecentrovanicasténé (a snad i dostateg) snizuje hodnoty stopy matice
M a¢islo podmirnosti obou matic. Vyrazné (tého 5tadi) je vSak toto sniZzeni u dalSichiagphi
transformace, tj. normovanj DOE normovéanastandardizacegronmennych.

6.2 Hodnoceni kritérii a zpasobi FeSeni

Z piedchozich vysledk je jasné, Ze neortogonalitu (nekolmost) a korelovanost
(multikolinearituaSpatnou podmimos) matice planu gizvodnimipromgnnymi:

. signalizovaly (pouze)i kritéria: inflachi faktoryVIF (vétSi nez 1)stopa maticeM, tj. tr(M) a
(stejné)cislo podmidnosti maticM i V, tj. condM) = cond¥), které pekrctily kritickou mez
(obvykle o hodnaf) 1¢P. Je v3akitbafici, Ze malé ¢islo podmirnosti sice zartuje spravny
numericky vysledek, avSalelkécislo pouzemize (ale nemusi) zisobit numerické problémy —
tzn. malédislo podmignosti je pouzepostaiujici (PP), ale nikolivhutnd podminka (NP)
k numerické stabilit a statistické spravnosti vysledku vypn

. nejvyrazrgji (pro techniky a technology) signalizovafeespravnida nevrohodnastatisticka
nevyznamnostlivu teploty tvdeni na getvarny odpor.

JakozpisobyreSeniuvedeného problému se rysuji nasledujici:
Q pouziti metodyDOE, ktera zajiSuje ortogonalitua dobronumerickou podmémost(malégisla

podmirenosti diky transformovanym, normovanym, tzv. kddoxa datim) planu experimentu
s dopadem natatistickou korektnostspolehlivostzawru,



Q pii pouZiti regresni analyzynag. diky nemoZznosti pouzit metodu DOEi$sfuSnym SW) pro
objektivni a spolehlivé rozpoznani uvedenych nestin@ tim i moZnosti vyskytu numericko-
statistické nekorektnosti indikace nevyznamnostkigrych) regresnich koeficiahtje nutné a
vhodnéporovnattuto vyznamnost (pomoci t-statistiék p-hodnot) promodelys pivodnimia
transformovanymi daty. Vyraz#jsi nesouhlas (vyznamnost versus nevyznamnost) pak
signalizuje Spatnou podn#@imost planu. Hodnoceni statistické vyznamnosti kdefiti modelu
je korektni pouze u modelu trensformovanymiproménnymi, gicemz ciselné hodnoty
samotnych regresnich koeficiérjsou spravné i pro model symdnimi prongnnymi.

Obecr je zde viditelné, Ze dopatené zfisoby linearni transformacepivodnich dat vedou
k odstragni multikolinearity diky ortogonakit a nekorelovanosti plén stransformovanymi
promEnnymi a také k numericky i statistickgrohodnym vysledim.

7 Statisticky duasledek neortogonality

Jak uZ bylo konstatovano, matice planutgganimi hodnotami regresiorje neortogonalni
korelovanda hlavi tzv. Spatre podmirna Posledni jmenovana skatest znamena velky podil a
tim rozdil v hodnotéch tzwlastnichcisel matice planu.

Pro pivodni prondnné a momentovou matidd je minimalni vlastniislo Amin(M) = 0.561 a
maximalni vlastni¢islo An(M) = 2.33510°. Pro jeji inverzni dli varianéni) matici V je pak
minimalni vlastniislo Ami(V) = 0.0000004283 (asi#0”) a maximalni vlastriislo An.(V) = 1.782.

Pro ,technickou” ndzornost a srozumitelnost Ize alpde pokud by matice planu byla tzv.
matici dynamického systémak uvedeny velky rozdil (podil) vlastni¢isel charakterizuje tzxuhy
(stiff) dynamicky systénitery je problematickyiditelny a numericky (péitacove) simulovatelny, coz
predpokladd uZziti specidlnich numerickych met@deni tzv. integrace soustavy diferencialnich
rovnic. Fyzikalni vyznam vlastnictisel u dynamickych systénspaiva ve skuténosti, Ze to jsou
prevracené hodnotyasovych konstanfu kmitavého systému period kiditsystému [ZTEK 1990].
Pokud tedy uvaZujemerimo vlastnicisla, které maji charakter viastnich kim{frekvenci), pak je
logicke, Ze stanoveni vlastni¢fsel matice (systému) se nazyva jefipektralnim rozkladem

Pri operacich se Spatnpodmirgnymi maticemi rostou numerické chyby diky nutnému
zaokrouhleni (,tezani) ¢isel g omezené délce slova ¢itace. To se zvlast projevi [ inverzi
momentové matick = M™, ze které naslednvychazi vypoet rozptyh i smerodatnych odchylek
regresnich koeficiefita gislusné t-testy jejich vyznamnosti.

Z vySe uvedeného vztahu (10) pro v§ebrozptylu regresnich koeficignje vidét p/fimy dopad
nepesr urcené inverzni maticédiky Spatné podmémosti momentové matice vychéazejici z matice
planu) na nasleds negesré stanoveny (¥Sinou nadhodnocenyjozptyl regresniho koeficientu
Spatna podmifmost momentové maticevize byt zpisobena aZz o 2,8adu rozdilnymi hodnotami
(drovremi) zékladnich faktar v matici planu (sedni hodnotg = 0.7, stedni hodnota = 385 °C).

Praw diky nadhodnocenddhadu sirodatné odchylky u regresniho koeficientu teplo@tdni
t doSlo kpodhodnoceniprislusné t-statistiky a négkroceni kritické hodnoty s dopadem na
nespravnou signalizaci statistické nevyznamnobttimvlivu (faktoru).

8 Zavéry a doporuceni

Na zaklad matematicko-statistického rozboru jednoduchéhohpelogického” pikladu s linearnim
modelem s dvojnou interakci faktoikde se prguivodnidata néekare vyskytl numericko-statisticky
problém nespravné indikasgatistické nevyznamnogtidnoho regresniho koeficientu technologicky i
fyzikalné vlivného faktoru, a toteploty tvéeni lze vyslovit zawry a doporweni Tyto jsou v
piehledné a shrnuijici tabulkové fafmvedeny wab.5a pod ni popsany i slo¥n



Tab. 5: REHLED TYPU EXPERIMENTU A JEJICH VYHODNOCENI

Typ .
experimentu Podtyp | ORT | MK hrk | snvf | ¢pp snkmv Pozn.
m DOE Nejlepsi je
Aktivni DOE ano ne OK el v Rtp DOE
jiny ne ano OK ano m/iv| (RA-n
Pa3|vn|, sledovani| ne ano 2?7 ano \ (RA—?) Nejhorsi !
(provozni)
Legenda ORT ... ortogonalita (vzajemna kolmost) faktpr
MK ... multikolinearita (sou&Znost) faktoi,
hrk ... hodnoty regresnich koeficiént
snvf ... statistickd nevyznamnost vlivnych fakior
cpp ... ¢islo podmignosti planu: m = malé, v = velke,
snkmv ... statisticky a numericky korektni metoghadnoceni experimentu,
Rtp ... regrese sansformovanymhodnotami prornnych (faktot),
RA ... regresni analyza,

RA-n ... (pouze) numericky (ale ne statisticky)eddni,
RA-? ... obectimiZe byt numericky i statisticky nekorektni (nespravn

Pro vykEr typu experimerit a jejich zmsobu vyhodnocovani lze konstatovat nasledujici

skutetnosti:

nedolte pripraveny @ktivni ale neDOE ) experiment (v laboratg v technologickém procesu)
je ztratacasu, pedtiz a divéry ve wdu a vyzkum,

Zadnou analyzoexperimentalnich dat nelze obejit Sgathnedostatén¢ piipraveny (aktivni)
experiment !,

pokud jeaktivni experiment naplanovan podle metdd@E, pak je vhodné a nutné awbdu
spolehlivosti vysledk jej také touto metodoupro DOE normovanépromenné) analyzovat
Diky ortogonalit (a malémwislu podmirnosti) planu je moZzne jednom krokujednorazow)
spravré (korektrg) stanovit statisticky vyznamné a nevyznamné faktbiziti regresni analyzy
pro puavodni (netransformované) pramné miZze (diky neortogonali# planu) poskytnout
statisticky i fyzikali, ¢i technologicky nespravnéhodnoceni nevyznamnosti éterych)
regresnich koeficiefit (v analyzovaném ifkladu to byl vliv, tj. regresni koeficienieploty
tvaen)), pricemz v3ak jejich hodnoty jsou numericky spravné.td’pouze regresni analyza
stransformovanympromennymi poskytne i statistickgpravnévysledky,

pokud je experiment siaktivni, planovany, al@e podle metodiky DQpak jeho vyhodnoceni
pomoci regresni analyzyposkytne spravné hodnoty regresnich koefiéiefaktori, cisla
podmireénosti jsou (¥tSinou) mald, ale diky neortogonaliplanu a wité multikolinearit
faktorh dochazi ke statistické nekorektnosti jejich hodmdgctj. k nespravné indikaci statistické
nevyznamnosti fyzikak¢i technologicky vlivnych faktar, a to jak pro jejichpivodni tak i pro
transformovanéhodnoty. Tato skut@most znamena, Ze neni kdispozici Zadna statisticky
korektni metoda vyhodnoceni experimentu, ale paugéoda numericky korektni, kterou je
regresni analyzganalyzu metodou DOE nelze v tomtidpgack pouzit),

tzv. pasivni experiment je nejhorSi variantou pro analyzu: pEn(zdsad#) neortogonaini,
faktory jsou kolinearni, podménost je velka, a tak Ize (asi vyr&jina ¢asgji pro vétsi rozsah
dat a etSi paet faktofi) ocekavat pi analyze pomociregresni analyzyjak numerickou
nestabilitu (diky numerickym chybam a jejich kurmaijatj. numerickynegesné a ahespravné
hodnoty (gkterych) regresnich koeficiaht tak i jejich nespravh indikovanou statistickou
nevyznamnostoZ znamena statistickou nekorektnost vysiedk

metoda DOE poskytuje spolehlivé a efektivni (optimalni) gistupy k ndvrhu a analyze
piinosnych experimeft jako i numericky a statisticky korektnivysledky. Proto je velice
potrebné, aby &dci, vyzkumnici, technici i technologové, ale idgati tuto metodiku znali a
zasadn ji pouzivali.




Literatura

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]
[6]

[7]

MAROS, B. & TRAVNICEK, T. 2006. Planovani experimentuln Sbornik 5th International
ConferenceAplimat2006, Bratislava : Ustav matematiky FSI STU Bfatia. 20 s.

TOSENOVSKY, J.& NOSKIEVICOVA, D. 2000.Statistické metody pro zlepSovani jakdSttrava:
Montanex, 2000. 362 s. ISBN 80-7225-040-X.

MELOUN, M. & MILITKY , J. 1994 Statistické zpracovani experimentalnich dataha : PLUS,
1994. 839 s. ISBN 80-85297-56-6.

HEBAK, P. & HUSTOPECKY, J. 1987.Vicerozrdrné statistické metody s aplikacerfiraha :
SNTL/ALFA, 1987. 456 s. ISBN 80-01-01076-7.

GARAJ, V. & SUJAN, |. 1980.EkonometriaBratislava : ALFA/SNTL, 1980. 288 s.

ZITEK, P.1990. Simulace dynamickych systén. vyd. Praha : SNTL, 1990. 420 s. ISBN 80-
03-00330-X.

ZVARA, K. 2008.Regresel.vyd. Praha : Matfyzpress MFF UK Praha, 2008 251SBN 978-
80-7378-041-8.

Ing. Jan Moréavka, Ph.D.
739 61 Tinec — Staré &sto, Frydeckd 126, e-majan.moravka@tzi.trz.gzel.: 558 53 2192

Doc. RNDr. Bohumil Maros, CSc.
616 69 Brno, Technicka 2896/2, e-mailaros@fme.vutbr.cz

Prof. Ing. Karel Michalek, CSc,,
708 33 Ostrava — Poruba, 17. listopadu 15, e-rikaitl. michalek@vsb.¢zel.: 59 732 5213




